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RESUMEN

El propdsito de esta tesis, es determinar la estabilidad y la estabilidad
asintotica de los puntos de equilibrio de los sistemas autdnomos no lineales, ya que
no teniamos hasta ahora de ningin medio para establecer la estabilidad, salvo que
hallemos efectivamente todas las soluciones del sistema, lo que puede resultar
dificil si no imposible. Se investigo que la estabilidad y estabilidad asintdtica de los
puntos de equilibrio de un sistema autdnomo no lineal es posible determinarlo por
medio de las propiedades de una funcién de Liapunov. La funcién de Liapunov es
una funcidn real de variable vectorial que en un punto de equilibrio se anula, y tiene
un minimo local estricto. Ademas, la funcion decrece a lo largo de la solucion del
sistema auténomo no lineal. Finalmente, la idea central es detectar estabilidad para
un sistema auténomo no lineal por medio de las propiedades de una funcion,
denominada Liapunov y esto se hace sin conocer las soluciones del sistema, solo la
funcion.

Palabras claves: funcion multivariable de Liapunov, estabilidad y estabilidad

asintotica.



ABSTRACT

Presently work was carried out a study about the possibility of not
determining the stability and stability asintotica of the points of balance of the
autonomous systems lineal, since we didn't have up to now of any means to
establish the stability, unless we find all the solutions of the system indeed, what
can be difficult but impossible. It was investigated that the stability and stability
asintotica of the points of balance of an autonomous system not lineal it is possible
to determine it by means of the properties of a function of Liapunov. The function
of Liapunov is a real function of vectorial variable that is annulled in a balance
point, and he/she has a strict local minimum. Also, the function not falls along the
solution of the autonomous system lineal. Finally the central idea is to not detect
stability for an autonomous system lineal by means of the properties of a function,
denominated Liapunov and this is made without knowing the solutions of the
system, alone the function.

Key words: Liapunov multivariable function, stability and asymptotic stability.
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INTRODUCCION

Los conceptos de estabilidad e inestabilidad estan presentes en la vida
diaria. Es costumbre decir: el dolar es estable, el sol peruano es inestable, el estado
de salud de cierta persona es estable; incluso, en muchas areas del conocimiento, se
maneja dicho concepto de manera intuitiva, es comun oir a un arquitecto decir que
una estructura es estable o0 no lo es, un ingeniero quimico dice que una reaccion se
ha estabilizado, un economista suele decir que el precio de determinado producto
es estable, un fisico diria que el movimiento de una particula es estable (Galan,
2010). El aspecto méas importante en el estudio de un sistema de control es
determinar si el mismo es estable; es decir, en términos muy generales se dice que
un sistema es estable si, estando inicialmente cerca del punto de operacién deseado,
permanece alli.

Entonces, un concepto (estabilidad) que aparece frecuentemente en todas
las ciencias, merece ser definido en términos mas precisos. No fue sino hasta 1892
cuando Liapunov formul6 de manera precisa el concepto de estabilidad, y este ha
sido el punto de partida para establecer otras variantes de tan importante concepto;
De hecho, no hay concepto en la Matematica que admita tantas acepciones distintas
como el de estabilidad y por este motivo, cuando se habla de estabilidad, se debe
aclarar a cuél de ellas se refiere, para evitar ambigiedades (Galan, 2010).

Como ejemplo, tomar en consideracion el movimiento de una esfera
pequefia que se mueve bajo la accion de la gravedad sobre distintas superficies

como las que se muestra en la figura 1.
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(b) ®

(d)

Figura 1. (a) Asintéticamente estable, (b) Asintéticamente estable, c) Inestable, (d) Estable no
asintotica.
Fuente: Galan (2010).

En los cuatro casos, la esferita se encuentra en una posicion de equilibrio, pero
¢Cudl serd el movimiento que ejecuta la esferita si la sacamos “un poco” de su
estado de equilibrio y la soltamos? En los casos (a) y (b), la esferita se mantendra
cerca de su posicién de equilibrio oscilando alrededor de esta, pero ademas, debido
a la friccion, la esferita tendera a ocupar dicha posicion de equilibrio. En ambos
casos, el equilibrio se dice ser asintéticamente estable, la Unica diferencia que existe
en estos dos casos, es que la “perturbacion” que le hagamos a la esferita para sacarla
de su estado de equilibrio para el caso (b) es mucho menor. Del mismo modo, en la
esferita del inciso (c), cualquier “perturbacion” por pequefia que esta sea, la esferita
se alejara de su posicion de equilibrio; en este caso el equilibrio es inestable.
Finalmente, en (d), para cualquier “perturbacion” pequeiia de la esferita, esta
permanecerd “cerca” de la posicion de equilibrio pero no tendera a acercarse a
dicha posicion de equilibrio y estaremos en presencia de estabilidad no asintética.
La estabilidad es el primer objetivo del ingeniero de control. Sin la
estabilidad, el resto de especificaciones (rapidez del transitorio, oscilaciones
reducidas, rechazo de perturbaciones, robustez) carecen de sentido. Para el caso de
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sistemas lineales el concepto de estabilidad es claro, su condicion necesaria y
suficiente es bien conocida (parte real negativa de todos los polos de la funcién de
transferencia o de los autovalores de la matriz de transicion de estados) y existen
criterios sencillos que permiten analizarla (como los conocidos criterios de Routh-
Hurwitz y de Nyquist). Sin embargo, en sistemas no lineales el panorama es
totalmente distinto: existen diversas definiciones de estabilidad (en realidad es
preciso hablar de estabilidad de puntos de equilibrio o de otro tipo de conjuntos y
no de estabilidad del sistema) y la mayoria de los criterios conocidos proporcionan
condiciones suficientes pero no necesarias y, ademas, no suelen ser métodos
sistematicos como pueden ser los criterios mencionados en sistemas lineales.

Entre las teorias que permiten el analisis de estabilidad de sistemas no
lineales, la teoria basada en funciones multivariables tiene un lugar destacado por
la riqueza en la descripcion de los diversos conceptos de estabilidad y los métodos
de analisis de estabilidad que establecen condiciones suficientes. Una de las
multiples diferencias entre la estabilidad de los sistemas lineales y los no lineales
es que en estos Ultimos puede tener un caracter local. En estos casos existe un
conjunto de puntos alrededor del punto de equilibrio tales que si el sistema
comienza en uno de estos puntos, la evolucion del mismo tiende al equilibrio; sin
embargo, si el sistema comienza en un punto fuera de este conjunto, la trayectoria
divergira hacia el infinito o hacia otro atractor. Por ejemplo, en el control de
sistemas inestables, si la sefial de control esta saturada (lo que siempre sucede en la

practica) la estabilidad no puede ser global sino solamente local.
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CAPITULO I
EL PROBLEMA DE LA INVESTIGACION
1.1.  Descripcion de la realidad problemética
1.1.1. Antecedentes del problema

Se efectud la respectiva busqueda bibliografica en las Universidades locales,
nacionales e internacionales, encontrdndose un numero reducido de temas
similares, lo que reafirma la necesidad de efectuar este problema como tema de
investigacion.

Pero, en la Escuela Superior de Ingenieros de la Universidad de Sevilla de
Espafia; el profesor Francisco Gordillo ha trabajado en un tema relacionado a la
tesis y publicd un articulo cuyo titulo es “Estabilidad de Sistemas No Lineales
Basada en la Teoria de funciones de Liapunov” creado en abril del 2009, cuyas
conclusiones son; El andlisis de estabilidad de los sistemas no lineales es un
problema mucho mas complicado que en el caso lineal. EI comportamiento puede
ser tan rico que existen maltiples definiciones de estabilidad incluso cuando nos
referimos exclusivamente a estabilidad de puntos de equilibrio. La teoria
proporciona un marco general que permite verificar si un equilibrio es estable segun
varias de sus definiciones. Sin embargo, hace falta en esta teoria un procedimiento

general para construir funciones multivariables.



Un problema relacionado con el analisis de estabilidad es el de estimacion
de la cuenca de atraccién de un equilibrio (u otros tipos de conjuntos). Este
problema tiene un interés préctico para conocer las regiones del espacio de estado
con que se pueden considerar de operacion segura. Sin embargo, el conocimiento
exacto de la cuenca de atraccién solamente es posible, en casos muy sencillos de
dimension baja por lo que normalmente es necesario acudir a estimaciones de la
misma que son normalmente muy conservadoras (Gordillo, 2009).

Investigaciones realizadas sobre la estabilidad se basaron en el hecho bien
conocido, de que un sistema fisico pierde energia potencial en la vecindad de un
punto de equilibrio estable. Mas precisamente, un punto de equilibrio estable para
un sistema fisico es un punto en que la energia potencial del sistema tiene un
minimo local (hecho que se conoce en fisica como el teorema de Lagrange). La
idea fue generalizada en un método muy util para estudiar la estabilidad de un
sistema autdnomo no lineal, por medio de las propiedades de una cierta funcion
multivariable, y esto se hace sin conocer las soluciones del sistema. Asi, en caso
donde las soluciones son imposibles podemos sin embargo obtener informacion
valiosa sobre la estabilidad de los puntos de equilibrio de un sistema auténomo no
lineal, si logramos construir su funcion multivariable (Hirsh, 1983).

1.1.2. Problemética de la investigacion

Un sistema autdnomo es un sistema de ecuaciones diferenciales ordinarias
de primer orden, con campo vectorial independiente del tiempo, y se representa de
la forma siguiente:

x =Fx),



Donde: F: W c R~ R" es una aplicacion de clase C* en un conjunto abierto
WcRR.

Asi mismo, un sistema autonomo es lineal, cuando W = R" y F(x) =
Ax, siendo A una matriz (real) n x n.

El sistema autonomo es no lineal si el campo vectorial es un conjunto abierto
W c R" (Hirsh, 1983).

El analisis del sistema auténomo, se limita al estudio de tres aspectos
fundamentales, los cuales son: Existencia, unicidad y estabilidad de las soluciones
cerca de los puntos de equilibrio.

Especial interés son los puntos de equilibrio, que son aquellos estados que
no cambian con el tiempo, es decir, la funcidn constante que es idénticamente igual
al punto de equilibrio es una solucion del sistema autbnomo y su trayectoria
asociada se reducira a un punto. Esto implica que el punto de equilibrio se anula en
el campo vectorial (Kreider, 1978).

En estos términos, el problema de la teoria de la estabilidad y estabilidad
asintdtica es determinar las condiciones bajo las cuales una solucion del sistema
autbnomo que se origina cerca de un punto de equilibrio de este sistema,
permanecen cerca de ese punto, en cuyo caso decimos, que el punto de equilibrio
es estable. Si ademas hay la posibilidad que tiendan hacia él con el transcurso del
tiempo, entonces el punto de equilibrio es asintéticamente estable. En caso contrario
se dice que el punto de equilibrio es inestable.

La estabilidad y estabilidad asint6tica del unico punto de equilibrio del
sistema auténomo lineal, se puede averiguar examinando los autovalores de la

matriz cuadrada no singular. Sera estable si: la matriz tiene al menos un par de



valores propios imaginarios puros de multiplicidad uno, o ningun par de valores
propios imaginarios de multiplicidad mayor que uno, y ningin valor propio con
partes lineales positivas.

Asi mismo, sera asintéticamente estable si las partes reales de todos los
valores propios de la matriz cuadrada no singular son negativos. Y serd Inestable,
en cualquier otro caso (Hirsh, 1983). Pero, una dificultad presenta la estabilidad y
la estabilidad asintética para sistemas autdnomos no lineales, como por ejemplo, no
se tiene una matriz cuadrada no singular disponible para su analisis. Asi, frente a la
dificultad, determinar la estabilidad y la estabilidad asintética de los puntos de
equilibrio es un problema delicado, ya que no disponemos hasta ahora de ningun
medio para determinar la estabilidad, salvo que hallemos efectivamente todas las
soluciones del sistema autonomo no lineal, lo que puede resultar dificil si no
imposible.

1.2.  Definicién del problema

En la Facultad de Ciencias de la Universidad Nacional Jorge Basadre
Grohmann (UNJBG) de la Ciudad de Tacna, especificamente en la asignatura de
ecuaciones diferenciales aplicadas del departamento de fisica y Escuela Profesional
de Fisica Aplicada de la UNJBG, se ha presentado el problema de generalizar la
estabilidad y estabilidad asintdtica de los puntos de equilibrio de un sistema
autonomo no lineal por medio de las propiedades de una cierta funcion, y esto se

hace sin conocer las soluciones del sistema.



1.2.1. Problema general
¢Como obtener funciones multivariables para el estudio generalizado de la
estabilidad y estabilidad asintética de los puntos de equilibrio de un sistema
auténomo no lineal, en el departamento de fisica — UNJBG en el afio 2013?
1.2.2. Problemas especificos
a) ¢Como establecer funciones multivariables para el estudio generalizado de
la estabilidad de los puntos de equilibrio de un sistema autonomo no lineal,
en el departamento de fisica — UNJBG en el afio 2013?
b) ¢Cémo establecer funciones multivariables para el estudio de la estabilidad
asintotica de los puntos de equilibrio de un sistema auténomo no lineal, en
el departamento de fisica — UNJBG en el afio 2013?
1.3. Objetivos de la investigacion
1.3.1. Objetivo general
Analizar la obtencion de funciones multivariables para el estudio
generalizado de la estabilidad y estabilidad asintotica de los puntos de
equilibrio de un sistema auténomo no lineal, en el Departamento de Fisica
de la UNJBG en el afio 2013.
1.3.2. Objetivos especificos
a) Aplicar las funciones multivariables para el estudio generalizado de la
estabilidad de los puntos de equilibrio de un sistema auténomo no lineal.
b) Aplicar las funciones multivariables estrictas para el estudio generalizado
de la estabilidad asintotica de los puntos de equilibrio de un sistema

auténomo no lineal.



1.4. Justificacion y limitaciones de la investigacion

La mayoria de los modelos matematicos usados tradicionalmente por
tedricos y précticos en control y en muchas aplicaciones, son lineales. De hecho,
los modelos lineales son mucho més manejables que los no lineales, y pueden
representar en forma precisa el comportamiento de sistemas reales en muchos casos
utiles. Sin embargo, los avances tecnolégicos actuales han generado una enorme
variedad de nuevos problemas y aplicaciones que son no lineales en esencia. Por
ejemplo, fendmenos no lineales tales como equilibrios multiples, ciclos limite,
bifurcaciones, corrimiento de frecuencias y caos, se observan cominmente en
aplicaciones modernas importantes en ingenieria, tales como sistemas de comando
de vuelo, manipuladores robot, sistemas de autopistas automatizadas, estructuras de
ala de avion, y sistemas de inyeccion de combustible de alto rendimiento
(Khalil,1996).

Tales fendmenos no lineales no se pueden describir mediante dinamica de
modelos lineales; A decir, un sistema de ecuaciones diferenciales no lineales su
resolucion en forma cerrada es practicamente imposible y nuestra Unica ayuda son
las técnicas cualitativas y los métodos numéricos. El analisis cualitativo de los
sistemas de ecuaciones diferenciales, lineales y no lineales, es mucho mas
complicado que el de las ecuaciones, pero si solamente consideramos los sistemas
autonomos sera mucho mas sencillo introducirnos en las técnicas cualitativas para
obtener informacion sobre sus soluciones.

Investigaciones realizadas sobre estabilidad se basaron en el hecho bien
conocido, de que un sistema fisico pierde energia potencial en la vecindad de un

punto de equilibrio estable. Méas precisamente, un punto de equilibrio estable para



un sistema fisico es un punto en que la energia potencial del sistema tiene un
minimo local (hecho que se conoce en fisica como el teorema de Lagrange). La idea
fue generalizada en un método muy Util para estudiar la estabilidad de un sistema
autbnomo no lineal, por medio de las propiedades de una cierta funcién,
denominada funcion multivariable y esto se hace sin conocer las soluciones del
sistema. Asi, en caso donde las soluciones son imposibles podemos sin embargo
obtener informacion valiosa sobre la estabilidad de los puntos de equilibrio de un
sistema auténomo no lineal, si logramos construir su funcidn del tipo multivariable
(Hirsh, 1983) y (Peixoto, 1978).

El propoésito de esta tesis, fue de contribuir a estudiar la estabilidad y
estabilidad asintética de los puntos de equilibrio del sistema autonomo no lineal sin
resolver el sistema. Asi mismo, permitira superar las dificultades que se presenten
al estudiar la estabilidad de algunos fendémenos fisicos que son representados
mediante un sistema autdnomo, tales como: circuitos eléctricos, campos de fuerzas
conservativos, movimiento pendular, circuitos electronicos, control, y muchos mas.

La tesis de maestria titulada “obtencién de funciones multivariables para el
estudio generalizado de la estabilidad y estabilidad asintética de los puntos de
equilibrio de un sistema autbnomo no lineal, en el departamento de fisica— UNJBG
en el afio 2013” tiene un importante alcance a nivel nacional, porque busca
investigar las soluciones cuantitativas de los sistemas autdbnomos no lineales de la
fisica matematica. Pero, al mismo tiempo, tiene como principal limitacion la
numerosa bibliografia tedrica desde la perspectiva de la ensefianza y aprendizaje de
las ecuaciones diferenciales ordinarias, pero la inexistencia desde el enfoque de la

soluciodn sin resolver el sistema autébnomo no lineal.



1.5. Variables
1.5.1. Caracterizacion de las variables
a) Variable independiente: Funciones Multivariables.
b) Variable dependiente: Estabilidad y Estabilidad Asintética de los
puntos de equilibrio de un sistema auténomo no lineal.
1.5.2. Definicion operacional de las variables
A) Operacionalizacion de la variable independiente:
Para la variable independiente: Funciones multivariables, su concepto
operacional esta dado por X € W que es un punto de equilibrio de x =
F(x). Una funcion multivariable es una funcion de &, V:U(X) - R"
diferenciable definida en una vecindad U de X, que satisface las siguientes
condiciones:
@VE® =0 V(x)>0 Vx# X
b)VE <0, en U®R).
Ademas una funcion multivariable es estricta si:
©V(® <0, en UR)\{&}
B) Operacionalizacion de la variable dependiente:
Para la variable dependiente: Estabilidad y Estabilidad Asintética de los
puntos de equilibrio de un sistema autonomo no lineal, su concepto
operacional esta dado por el punto de equilibrio X del sistema autbnomo no
lineal que es estable, cuando para toda vecindad U de X en W existe una
vecindad U, de X tal que toda la x(t) con x(0) € U; esta definida en U

para todo t > 0. Un punto de equilibrio X del sistema auténomo no lineal es

asintoticamente estable si X es estable y tlim x(t) =X.



1.6. Hipotesis de la investigacion

1.6.1.

1.6.2.

Hipotesis general

La obtencion de funciones multivariables permite un mejor estudio
generalizado de la estabilidad y estabilidad asint6tica de los puntos de
equilibrio de un sistema autonomo no lineal a traves de las propiedades de
dichas funciones multivariables.

Hipotesis especificas:

a) La obtencion de funciones multivariables permite un mejor estudio
generalizado de la estabilidad de los puntos de equilibrio de un sistema
auténomo no lineal a través de las propiedades de una funcién que en un punto
de equilibrio se anula y tiene un minimo local.

b) La obtencién de funciones multivariables permite un mejor estudio
generalizado de la estabilidad asint6tica de los puntos de equilibrio de un
sistema auténomo no lineal a través de las propiedades de una funcion

multivariable estricta.



CAPITULO Il

MARCO TEORICO

2.1. Antecedentes de la investigacién

La estabilidad de una solucion trivial del sistema

% =A(tH) x

dt
depende de las raices caracteristicas de la correspondiente ecuacion; donde X (t)
es la matriz fundamental del sistema (Koeffitsientamy, 1958).

El comportamiento de una méaquina sincrona se caracteriza por un sistema
de cinco ecuaciones diferenciales ordinarias de primer orden no lineales que
contienen términos periodicos; Estas ecuaciones se demuestra que tienen dos tipos
diferentes de puntos de equilibrio. Mediante andlisis linealizado los puntos del
primer tipo son asintoticamente estables, mientras que todos los puntos del segundo
tipo son localmente inestables (Szegd, 1070).

La investigacion de una tuberia que transporta un flujo de fluido pulsante ha
demostrado que para valores de velocidad media del flujo que son pequefias en

comparacion con el que causa inestabilidad estatica (B < B¥*), hay pocas

posibilidades de una inestabilidad que ocurre por dos razones. En primer lugar,
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porque tener algo de amortiguacién, existen todos los sistemas regiones de
inestabilidad sélo si B supera un determinado valor critico. En segundo lugar,
incluso si B excede este valor, la gama de frecuencias que corresponden a
situaciones inestables es muy limitado por las cantidades habituales de velocidad
de fluctuacion. A medida que aumenta el valor de B el rango de frecuencias
inestables se ensancha, de modo que inestabilidad dinamica se vuelve mas posible
(Ginsberg, 1973).

Isaeva, deriva ecuaciones de movimiento para una tapa con una base
esférica sobre una superficie perfectamente aspera, el elipsoide de inercia alrededor
del centro de gravedad debe ser un elipsoide de revolucion. Las primeras integrales
de las ecuaciones de movimiento se obtienen y las condiciones de estabilidad de
pequefias vibraciones del eje superior alrededor de la vertical estan decididos.
Vamos a considerar la estabilidad de rotacion de la parte superior sobre su vertical
eje C, que es la estabilidad de movimiento dado por la solucion particular de las
ecuaciones de movimiento; las primeras integrales del movimiento perturbado son
V=V, +yV, + uV; + 8V, + BVZ ; la funcién de Liapunov se construye mediante
el método Chetaev en la forma de una combinacion de las integrales (Isaeva, 1959).

Erugin, presenta un método asintético para la determinacion de los valores
propios de ciertos sistemas de ecuaciones diferenciales lineales homogéneas, y las
técnicas para la determinacion de la matriz exponencial. El radio de convergencia
estd indicado para la serie que representa los invariantes de la matriz exponencial
(Erugin, 1959).

Mediante el uso de las primeras integrales de las ecuaciones de movimiento

de un giroscopio en cardanes se demostré en este articulo que una pequefia
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perturbacion arbitraria del anillo interior provoca un movimiento de precesion del
anillo exterior, que desplaza el eje del rotor a partir de su posicion inicial. Se han
construido funciones de Liapunov y dadas las condiciones para la estabilidad de la
precesion y para la rotacion permanente de un giroscopio. Mediante el uso de las
ecuaciones de movimiento y las cuadraturas resultantes de un sistema giroscépico,
la inestabilidad del eje del giroscopio puede ser demostrada (Lunts, 1960).

Existe una solucion del problema de cémo construir controles analiticos
para dar la estabilidad 6ptima a un cuerpo rigido con un punto fijo. Se aplica un
teorema relacionado con el método directo de Liapunov. Se considera un sistema
mecénico que consiste en un cuerpo rigido (una plataforma) con un punto fijo. Sus
ejes principales de inercia coinciden con los tres ejes de simétrica homogénea para
péndulos. Estos péndulos se ponen en movimiento por motores especiales. Tal
sistema puede ser considerado como un giréstato su distribucion de la masa no
cambia en el proceso de movimiento. Se deja que el punto fijo coincida con el centro
de masa (Krementulo, 1966).

Cuando los cristales se cultivan en forma de masa fundida, su seccion
transversal se determina por la forma de la columna de la masa fundida. El cristal
el radio y la altura de la parte delantera de cristalizacién pueden variar de forma
independiente, es decir, tratamos con un sistema de dos grados de libertad. La
estabilidad de este sistema es investigado por el método de Lyapunov. Se
introducen los conceptos de capilares y estabilidades térmicas. La estabilidad del
sistema depende de la forma del cristal desmenuzado, las condiciones de contorno
para la columna de la masa fundida, y de las condiciones térmicas durante la

extraccion (Brener, 1980).
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El articulo, de Pierangelo, trata de la estabilidad asintética de la solucion
nula de una ecuacion diferencial parcial semilineal. Por el principio de LaSalle de
invariancia se ha utilizado para obtener los resultados de la estabilidad. EI primer
resultado se da bajo hipotesis muy generales asumiendo solamente la compactacion
previa de las Orbitas y la existencia local. En la segunda parte, bajo ciertas
restricciones, condiciones suficientes para compactacion previa de las orbitas y se
da la descomposicion de soluciones (Marcati, 1984).

En cierto modo los resultados son bastante sorprendentes. Tiene mucho
sentido considerar un proceso de ajuste de largo plazo con salida y entrada de
empresas, dependiendo de niveles de los beneficios, no tiene mucho sentido; sin
embargo, si el proceso de ajuste a corto plazo que establece los niveles de ganancias
es inestable. Por lo que parece razonable limitar la atencién a un ajuste a corto plazo
estable. Sin embargo, que el ajuste de corto plazo estable es tanteo walrasiano, que
implica, en realidad sin ningdn tipo de restriccion mas alla de ninguna produccién
conjunta, locales la estabilidad del ajuste marshalliano a largo plazo, y por lo tanto
que el largo plazo se alcanza el equilibrio competitivo (Svensson, 1984).

Hay que mencionar que el teorema fue fuertemente motivado por el antes
mencionado contra ejemplo a Markus -Yamabe que tiene el plano como atractor
global. En nuestro medio, las condiciones técnicas proporcionan la necesaria
estimacion, mostrando que las drbitas convergen al plano que debe seguir a las
Orbitas en el plano invariante. Como se observé anteriormente, también fueron
motivados por la observacion de que una version de la famosa condicion Palais-
Smale, asume con frecuencia en la teoria del punto critico, puede ser combinado

con el método directo de Liapunov para estudiar el comportamiento de las orbitas
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de un sistema dinamico. Por ultimo, observamos que los resultados muestran que
la condicién semi-completa implica hipdtesis geométricas que podria ser de utilidad
en nuestro medio. En la segunda parte de este trabajo, se presenta un resultado en
la estabilidad asint6tica mundial para el problema de dos dimensiones cuando la
condicion no se mantiene en todo el espacio (Silva & Teixeira, 2002).

Llegamos a la conclusién de que la desigualdad

(Crg + C,w)% + 4AMga; > 0

es la condicion necesaria y suficiente de estabilidad de un giroscopio de rotacion
alrededor de un eje vertical en un plano horizontal absolutamente liso (Rumiantsev,
1961).

Como es bien conocido de las aplicaciones clasicas de las ciencias eléctricas
y mecanicas, la energia es una funcion de Liapunov adecuada; asi, por analogia,
todas las funciones de energia propuestas en ecologia son posibles funciones de
Liapunov. En este trabajo, un modelo generalizado Lotka-Volterra es considerado
y las propiedades de estabilidad de su equilibrio no trivial se estudian por medio de
una funcién de energia, primero propuesto por Volterra en el contexto de
ecosistema conservador. La ventaja de esta funcion de Liapunov con respecto a la
que puede ser inducida a través de linealizacion también se ilustra (Rinaldi, 1977).

En un articulo ya clasico, Rosenzweig y MacArthur (1963) obtuvo un
método grafico, basado en interseccion de iséclinas, por la determinacién de la
estabilidad del equilibrio interior de una de dos especies de un sistema depredador-
presa. EI método consiste en graficar ambas presas y depredador con isoclinas en
un sistema de coordenadas cartesianas y observando que en el caso en que el

isdclina depredador es vertical, si la interseccidn se produce en un punto de aumento
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de la isoclina presa, el equilibrio es inestable, mientras que si la interseccién se
produce en un punto de disminucion, el equilibrio es asintéticamente estable. Una
prueba algebraica rigurosa se da en Freedman (1976). Varios otros métodos
graficos equivalentes a la Rosenzweig y Método MacArthur también se han
desarrollado. Mas recientemente Armstrong (1976) describe otro método grafico
que se indica en términos de las lineas tangentes al tanto de la especifica curva de
crecimiento y la curva de la depredacién en el equilibrio (Freedman, 1979).

Existen trabajos que estudian las propiedades de estabilidad de sistemas de
variable lineal en tiempo discreto de dimension infinita. La clase de sistemas puede
ser descrito por ecuaciones en diferencias lineales en un espacio de Banach de
dimensiones finitas (Rolewicz, 1984).

En el trabajo, de Liu y Chen, desarroll6 el sistema Il depredador-presa
Lotka-Volterra tipo Holling, que puede oscilar por si, por la introduccion periddica
de inmigracion impulsiva constante del depredador. Se da la condicién para el
sistema que se habia extinguido y la condicion de permanencia se establece a través
del método de comparacion que implica maltiples funciones de Liapunov; mas
lejos influencias de perturbaciones impulsivas en los que la oscilacion inherente se
estudian numéricamente, lo que demuestra que con el cada vez mayor de la cantidad
de la inmigracion, el sistema experimenta proceso de oscilacion cuasi-periodica
ciclos - periddica cascada duplicacion - el caos - periodica cascada Halfing - ciclos,
que se caracteriza por su cuasi-periédo oscilante, periodo de duplicacion, Periodo
de Halfing, la dindmica no unicos, lo que significa que varios atractores coexisten

(X. Liu & Chen, 2003).
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Existen trabajos en que se ha aplicado con éxito la metodologia del disefio
de observadores, llamada Técnica de Disefio Disipativo a sistemas con no
linealidades multivaluadas, o discontinuas, previa convexificacion. Esta técnica
generaliza y mejora algunos métodos de disefio de observadores y, en particular,
elimina las restricciones del método propuesto en (Heemels et al., 2005) y (Juloski
et al., 2006). Puede ser aplicada a sistemas con no linealidades discontinuas, no
mondtonas, no cuadradas, y no requiere unicidad de soluciones del observador. En
el caso de soluciones multiples, la respuesta del observador converge a la solucion
especifica que se presente en el sistema (Osorio & Moreno, 2008).

El articulo, de Taousser, tratd sobre el analisis de estabilidad de una clase
de sistemas uniformes en los dominios de tiempo incierto; La clase considerada
consiste en sistemas dindmicos que conmuten entre un subsistema de tiempo
continuo incierto y un subsistema de tiempo discreto incierto durante un cierto
periodo de tiempo. Se utiliza la teoria de las ecuaciones dindmicas en la escala de
tiempo para estudiar la estabilidad de estos sistemas en dominios de tiempo no
uniformes formadas por una union de intervalos disjuntos con longitud variable y
la brecha variable. Utilizando el concepto de comin de Funcién de Liapunov,
condiciones suficientes se derivan para garantizar la estabilidad asintética de esta
clase de sistemas en la escala de tiempo con la funcién de grado de aspereza acotada
(Taousser, Defoort, & Djemai, 2015).

El trabajo, de Wang, investigd la estabilidad de entrada a estado para
sistemas de retardo de entrada no lineal conmutadas bajo conmutacion asincrona.
Supongamos que una ley de control de realimentacion ha sido disefiada de tal

manera que el nominal sistema de circuito cerrado es exponencialmente estable para
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una sefial de conmutacion determinado, y supongamos ademas que una
correspondiente funcién de Liapunov para el sistema de circuito cerrado nominal
estd disponible. En presencia de entrada demora y de conmutacion asincrona, el
sistema puede no ser estable en la misma sefial de conmutacion. Por este caso,
construir explicitamente funcionales Liapunov-Krasovskii basados en el
conocimiento de lo conocido Funcion de Liapunov. Entonces, mediante el uso de
los funcionales Liapunov-Krasovskii construidos, una nueva conmutacion sefial de
conmutacion de retardo dependiente de la satisfaccion de las nuevas condiciones de
tiempo promedio de permanencia en modo dependiente es proporcionado para
garantizar la estabilidad de entrada a estado del sistema con respecto a la
perturbacion bajo un cierto retraso de entrada obligado (Wang, Sun, & Wu, 2015).

El método directo de Liapunov proporciona un enfoque muy eficaz para
analizar la estabilidad de sistemas no lineales, sin embargo, la regla de Leibniz
conocido, no es adecuado para la derivada fraccional. Este trabajo se ocupé de los
sistemas no lineales fraccionarios y varios criterios algebraicos de Mittag-Leffler y
la estabilidad asintética se obtienen mediante el uso de S-Procedimiento y técnica
analitica. Por ultimo, se da un ejemplo para demostrar que es muy conveniente para
comprobar la estabilidad de los sistemas de précticas mediante el uso de métodos
de nuestra propuesta (S. Liu, Jiang, Li, & Zhou, 2016).

El articulo, de Ifiarrea, se centré en un sistema Hénon-Heiles generalizada
en un sistema de referencia en rotacion, de tal manera que parecen puntos de
equilibrio de Lagrange similares. Nuestro objetivo es estudiar sus propiedades de
estabilidad no lineal para comprender mejor la dinamica en torno a estos puntos. Se

demuestra que las condiciones en los parametros libres para tener estabilidad y
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demostrar el caracter superestable del origen para el caso clésico; se trata de un
punto de equilibrio estable independientemente del valor de frecuencia del bastidor
giratorio (Ifiarrea et al., 2015).

El trabajo, de Ning, investigo, el problema de la entrada a la estabilidad del
estado (ISS) para sistemas no lineales con retardo de tiempo. Una funcional
continuamente diferenciable de Liapunov - Krasovskii con derivada indefinida se
introduce para derivar la ISS de los sistemas, que generaliza la clasica funcional
Liapunov - Krasovskii con derivada definida positiva. Como resultado, la
estabilidad uniforme y criterios de estabilidad asintética uniformes de los sistemas
no lineales con retardo de tiempo también se establecen mediante el empleo de la
propuesta de la funcional de Liapunov-Krasovskii (Ning, He, Wu, & Zhou, 2015).

El articulo de Duarte presentd dos nuevos lemas relacionados con las
derivadas fraccionarias, para el caso de las formas cuadraticas generales y para el
caso en que la traza del producto de una matriz rectangular y su transpuesta
aparecen. Esos dos lemas permiten el uso de funciones de Liapunov cuadraticas
generales y la traza de una matriz dentro de una funcion de Liapunov
respectivamente, a fin de aplicar la extensién de orden fraccional de método directo
de Liapunov, al analizar la estabilidad de los sistemas de orden fraccional (FOS).
Ademas, el articulo presenta un teorema para demostrar la estabilidad uniforme en
el sentido de Liapunov para sistemas de orden fraccionarios. El teorema puede ser
visto como un complemento de otros métodos ya disponibles en la literatura
(Duarte-Mermoud, Aguila-Camacho, Gallegos, & Castro-Linares, 2015).

El articulo de Fannam y Esfanjani, investigd el problema del anélisis de

estabilidad para una clase de sistemas lineales con retardo de intervalo variable en
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el tiempo. Con el fin de desarrollar una condicion menos conservadora de
estabilidad, se introduce una funcional Liapunov-Krasovskii novedosa que
comprende términos integrales. La idea de combinacion convexa se utiliza para
derivar un criterio de estabilidad en términos de desigualdades matriciales lineales
(LMI) sin ningun tipo de matrices adicionales libres de ponderacion que aumentan
drasticamente la carga computacional de la prueba de estabilidad. Ejemplos
numericos se presentan para ilustrar la superioridad del enfoque propuesto en
comparacién con algunas de las existentes en la literatura (Farnam & Mahboobi
Esfanjani, 2016).

En el trabajo, de Khansari, se propuso un enfoque de aprendizaje de
imitacion que explota el poder de control de Liapunov, esquema de control de
funciones (CLF) para garantizar la estabilidad asintética global de la DS no lineales.
Dado un conjunto de demostraciones de una tarea, nuestro enfoque procede en tres
pasos: (1) el aprendizaje de una funcion de Liapunov valida de las manifestaciones
de la solucién de un problema de optimizacion con restricciones, (2) El uso de uno
de los estados the-state-of-the-art técnicas de regresion para modelar una
estimacion (inestable) de la mocion de las manifestaciones, y (3) El uso de (1) Para
asegurar la estabilidad de los (2) durante la ejecucion de la tarea a través de la
solucion de un convexo limitado de problemas de optimizacion. El enfoque
propuesto permite el aprendizaje de un conjunto mas amplio de movimientos del
robot en comparacion a los métodos existentes que se basan en las funciones
cuadréticas Liapunov. Ademas, mediante el uso del formalismo CLF, el problema
de garantizar la estabilidad de las mociones DS se independiza de la eleccion de

método de regresion. Por lo tanto, permite al usuario adoptar la técnica mas
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adecuada en funcién de requisitos de la tarea en cuestion, sin comprometer la
estabilidad (Mohammad Khansari-Zadeh & Billard, 2014).

El problema de andlisis de estabilidad relajada de tiempo discreto para
sistemas difusos Takagi-Sugeno se investigd en este documento. Resultados
diferentes de los existentes en la literatura que son Unico parametro depende de las
variables de estado del sistema cuadratico, una nueva funcién de Lyapunov no
cuadratica aumentada, la cual es formulada en una forma de orden superior de las
variables de estado del sistema que esos resultados existentes, se ha desarrollado
para la consecucion de la tarea de analisis de estabilidad con menos
conservadurismo. Mas importante aun, se puede demostrar que el enfoque
propuesto en el documento contiene la existencia, como un caso especial.
Finalmente, el enfoque efectivo propuesto se ilustrd por medio de experimentos
numeéricos (Xie & Hu, 2015).

El trabajo, de Chen, Ilama la atencion sobre la existencia del teorema de
estabilidad de Liapunov de orden fraccional que esta estrictamente descrito por
férmulas matematicas. En primer lugar, se introduce el orden fraccional de la
funcién de Liapunov basado en la definicién de célculo fraccional y el orden entero
para la teoria de Liapunov. Usando el teorema de estabilidad clasica de sistemas de
orden fraccional lineales, se demostré convincentemente la existencia de orden
fraccional, funcién de Liapunov y presenta una descripcion matematica de orden
fraccional, teorema de estabilidad de Liapunov. Ademas, como ejemplo, se aplicd
el teorema de estabilidad de Liapunov y de orden fraccionario presentado la
sincronizacion de ambas redes complejas directas y no dirigidas con ecuaciones de

orden fraccional. Un controlador de nodos T-S modelo difuso basado en el teorema
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propuesto con nodos minimos de control estd disefiado. Finalmente, las
simulaciones numéricas son un acuerdo con el anélisis teérico, ambos confirmaron
la correccion de la teoria presentada (Chen, Zhang, Liu, & Ma, 2014).

La dificultad de un teorema estable para la estabilidad de Liapunov directa
fraccional, radica en que la forma de disefiar una funcion positiva definida V y
comprobar facilmente si es de derivada fraccionaria, en donde la funcion V es
menor que cero. En vista de esta dificultad, se propone un teorema de estabilidad
de Liapunov para sistemas fraccionales sin demora y extender el teorema recién
propuesto fraccional para sistema con retardo. La diferencia obvia de la teoria de
Liapunov propuesta con la derivada fraccionada, teoria directa que se estd tomando
la derivada de enteros en lugar de la derivada fraccional de la funcién definida
positiva V. Cuatro ejemplos se proporcionaron para ilustrar la propuesta del
teorema. Los que estudian los resultados en este trabajo muestran que el teorema
propuesto no s6lo es aplicable al sistema autonomo fraccional con y sin retraso,
pero también es aplicable al sistema no auténomo fraccional con y sin demora (Hu,
Lu, Zhang, & Zhao, 2015).

Recientemente, un documento ha sido publicado en el que los autores
presentan dos teoremas; uno relativo a la extensién fraccionada del método directo
de Liapunov (Teorema 1) y el otro con respecto a la estabilidad del tiempo lineal
para sistemas invariantes fraccionados (Teorema 2). Teorema 1y el Teorema 2, sin
embargo, no necesitan las manifestaciones, ya que son directas conclusiones de
otros resultados ya disponibles en la literatura. Sin embargo, la prueba dada del
teorema 2 contiene una incorrecta utilizacion de la regla de la cadena de derivadas

fraccionarias. El teorema 1 se refiere a la estabilidad asintotica de sistemas de orden
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fraccionario. Los autores hacen primero una referencia al teorema Al. Sobre la base
de esta referencia, los autores introducen entonces teorema 1. Sin embargo, el
teorema 1 es solo otra forma de escribir el teorema Al, teniendo en cuenta la
relacion entre las funciones de la clase-K y funciones definidas positivas (Aguila-
Camacho & Duarte-Mermoud, 2015).

En trabajo, de Nishimura, deriva la teoria de la estabilidad de Liapunov para
sistemas rugosos, que son sistemas dinamicos impulsados por caminos &speros.
Para simplificar la discusion, solo tenemos en cuenta la clase de carriles asperos
geométricos que contiene algunos procesos limite de entradas periddicas y los
procesos de Wiener creados por algunos teoremas de aproximacion tales como
McShane y Wong. La principal ventaja del analisis de sendero aspero estéa haciendo
mapas Ito continuo; por lo tanto, los analisis de estabilidad asintética relacionados
nos permiten considerar deterministicamente y estocésticamente nociones de
estabilidad en forma uniforme. Este trabajo es el primer paso para demostrar la
eficacia del anlisis camino &spero en el andlisis de la estabilidad y la estabilizacion
disefiada para los sistemas dindmicos no lineales para tener varias sefales de
variacion sin limites (Nishimura, 2015).

Duran y Cérdova en su articulo analizaron la estabilidad del reactor PFTR
isotérmico y no isotérmico para una reaccion con cinética de primer orden
utilizando la funcional de Liapunov; su objetivo fue mostrar como se aplica esta
funcional para parametros distribuidos, dado que es casi inexistente la literatura
sobre el método de la funcional de Liapunov aplicada a la estabilidad de reactores
(técnica usada en el analisis de estabilidad de sistemas en ingenieria eléctrica). El

analisis de estabilidad dio como resultado perfiles de temperatura y concentracion
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asintdtica estables para los casos PFTR isotérmico, no isotérmico con constante
cinética independiente de la temperatura y PFTR no isotérmico adiabatico. Para el
PFTR con retiro de calor el analisis condujo a una region de estabilidad asintética
y a una region incierta donde puede o no haber oscilaciones (Cérdova, 2007).
Reciente investigacion de los LCS desde el punto de vista combinado de la
teoria de sistemas y la programacion matematica, este trabajo abordd las
propiedades tedricas importantes del sistema exponencial y estabilidad asintética
para un LCS con una trayectoria de estado. La novedad de nuestro enfoque radicd
en el empleo de una funcién Liapunov cuadratica que involucra la variable
algebraica auxiliar de la LCS; cuando se expresa en la variable de estado solo, la
funcion de Liapunov es cuadratica por partes, y por lo tanto no lisas. La
caracteristica de no tersura invalida el analisis de estabilidad estandar que se basa
en suavizar funciones de Liapunov. Ademas de proporcionar condiciones
suficientes para la estabilidad exponencial, establecemos una generalizacion de la
conocida invariancia teorema de LaSalle para la estabilidad asintética de un sistema
dindmico suave a las LCS, que es intrinsecamente un sistema no lisos (Shen, 2006).
Huang, estudi6 el modelo de poblacion estructurado por edad béasica que
describe el proceso de infeccion por VIH, que se define por las PDE. El modelo
permitié que la tasa de produccion de particulas virales y de la tasa de mortalidad
de las celulas infectadas productivamente a variar y depende de la edad de la
infeccion. Mediante el uso directo del método y la construccion de las funciones
adecuadas de Liapunov; propiedades dinamicas del modelo estructurado sin (o con)
el tratamiento farmacoldgico. Los resultados muestraron que la estabilidad

asintdtica del estado estable libre de infeccion y el estado estacionario de infectados
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solo depende del numero reproductivo basico determinado por el tamafio de
contagio. Ademas, se establecié matematicamente que los modelos de la ODE
tipica y DDE (ecuacion diferencial de retraso) de la infeccion por el VIH son
equivalentes a dos casos especiales de los modelos anteriores de la PDE (Huang et
al., 2012).

El en trabajo, de Yuandan, presentd un teorema de la funcién inversa de
Liapunov motivado por el analisis robusto de control y disefio. El resultado se baso
en los teoremas clasicos, pero generaliza, varios aspectos conocidos de estos
teoremas clasicos. De una manera unificada y natural, (1) permite involucrarse a las
variables acotadas de tiempo arbitraria, incluir parametros en la descripcion del
sistema, (2) se ocupa de la estabilidad asintética mundial, (3) los resultados en
(infinitamente diferenciables) funciones de Liapunov lisas, y (4) se aplica a la
estabilidad con respecto a no necesariamente conjuntos invariantes compactos
(Yuandan Lint, Eduardo D. Sontag, 2003).

El articulo, de Liu y Hill, propuso un nuevo método de analisis de
estabilidad Ilamado el evento a tiempo hibrido, que son funcion de Liapunov con
un enfoque (HTLF) de tiempo discreto a sistemas con cambio de retraso (DDSS).
Dos tipos de las nociones de estabilidad (GUAS y eventos GUAS) se proponen para
reflejar los efectos sobre la estabilidad de eventos. Un resultado bésico estabilidad
se deriva: a DDSS tiene evento de GUAS si y solo si existe un HTLF que es
estrictamente decreciente y converge a cero. Por otra parte, algunas condiciones
suficientes expresadas por los teoremas de estabilidad de tipo Razumihin HTLF se
establecen. El tema de la impulsiva se estudia la estabilizacion para DDSS. Esta

comprobado que un DDSS inestable puede ser estabilizado por control impulsiva.
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Y también se consigue la estabilizacion impulsiva a la estabilidad de entrada a
estado de DDSS (Hill, 2014).

El trabajo, de Sontag y Wang, presentd caracterizaciones necesarias y
suficientes de varias nociones de entrada a la estabilidad de salida. Se han
encontrado caracterizaciones Liapunov similares a jugar un papel clave en el
andlisis de la entrada para indicar propiedad de estabilidad, y los resultados se dan
aqui para extender su validez para el caso cuando la salida, pero no necesariamente
todo el estado interno, esta siendo regulado (Sontag & Wang, 2000).

Feng y Zhu, propuso un procedimiento para el estudio de la estabilidad
asintotica de Liapunov con probabilidad uno de un sistema de Duffing con control
de realimentacién con retardo de tiempo, bajo excitacion paramétrica de ruido
acotado. El procedimiento consiste en expresar la fuerza mediante el control de
retroalimentacion con retardo en términos de variables de estado y sin retardo de
tiempo mediante el uso de funciones arménicas generalizadas. (Feng & Zhu, 2008).

El anélisis de la estabilidad de los sistemas que tienen un equilibrio
continuo, Bhat y Bernstein proponen para el analisis dos nociones que son de
particular relevancia para este tipo de sistemas; son la convergencia y
semiestabilidad. Convergencia es la propiedad por la que toda solucion converge a
un punto limite que puede depender de la condicidn inicial. La semiestabilidad es
el requisito adicional de que todas las soluciones convergen para limitar puntos de
Liapunov que son estables. Proporcionamos nuevos resultados basados en la
funcién de Liapunov para la convergencia y semiestabilidad de sistemas no lineales.
Estos resultados no hacen suposiciones definitivas en el signo de la funcién de

Liapunov. En cambio, nuestros resultados, utilizan una condicion novedosa basada
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en no tangencia entre el campo vectorial y subconjuntos invariantes o
negativamente invariantes del nivel o subnivel de conjuntos de la funcion de
Liapunov o su derivada y representan extensiones de resultados de estabilidad
previamente conocidos que implican funciones semidefinidas de Liapunov. Para
ilustrar nuestros resultados se dedujo la convergencia y de la semiestabilidad de la
cinética de la reaccion quimica de Michaelis-Menten y la dindmica en bucle cerrado
de un escalar bajo un sistema de adaptacién universal de la estabilizacion del
controlador de retroalimentacion (Bernstein, 2003).

Ambrosino en el problema de anélisis de robustez para un sistema lineal
incierto sujeto a incertidumbres paramétricas variables en el tiempo, considera que
nuestra principal aportacién consiste en un nuevo procedimiento para construir
directamente, en el caso general de n dimensiones, una funcién de Liapunov
poliédrica, que nos permite demostrar la estabilidad robusta del sistema en cuestion,
resolviendo iterativamente un problema de optimizacion lineal. Con respecto a
nuestro trabajo previo, este trabajo reduce la carga computacional para el céalculo
de la funcién poliédrica. Por otra parte, algunos ejemplos de referencia muestran
gue nuestra metodologia puede realizar mucho mejor en términos de grado de
conservadurismo que los métodos anteriores basados tanto en las funciones
poliédricas y otros clases de funciones de Liapunov no cuadraticas (R. Ambrosino,
M. Ariola, 2012).

Segun Macconley los sistemas de control no lineales se pueden estabilizar
mediante la construccion de funciones de control de Liapunov y el calculo de las
regiones del espacio de estados sobre los cuales dichas funciones disminuyen a lo

largo de trayectorias del sistema de un circuito cerrado en virtud de una ley de
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control apropiado. Este trabajo analiz6 la complejidad computacional de estos
procedimientos para dos clases de funciones de control de Liapunov. Los sistemas
considerados son aquellos que son no lineales en s6lo unas pocas variables de
estado y que puede ser afectado por las limitaciones y los desérdenes acotados. En
este articulo se extendid el trabajo previo de los autores, que desarrollaron un
procedimiento para el analisis de la estabilidad de estos sistemas cuya complejidad

computacional es exponencial s6lo en la dimension de los estados "no lineales y

polinémica en la dimension de los restantes estados. Los principales resultados se

ilustran mediante un ejemplo numérico para el caso de funciones puramente de
control de Liapunov cuadrética (Marc W. Mcconley, Brent D. Appleby, Munther

A. Dahleh, 1998).

En el articulo, de Giacobbe y Mulone, se demuestré dos hechos principales:

1. El método de reduccién candnica u otros métodos heuristicos para construir
(monb6tonamente decreciente a lo largo de la solucién del sistema) funciones
Optimas de Liapunov tienen que ser utilizadas cuidadosamente para tratar con
sistema que tienen los modos no principales cuyos valores propios tienen parte
real negativa, pero no cero para la parte imaginaria, ya que probablemente
ocurra. En tales sistemas los modos no principales no pueden ser
mondtonamente controlados por una Unica norma, a pesar de su convergencia
exponencial rapida para el equilibrio.

2. Esta dificultad se puede superar mediante el uso de la definicion de la funcion
débil de Liapunov, que permite probar con una sola funcion, que el equilibrio
espectralmente estable es realmente asintéticamente estable para cada eleccion

de los parametros (en nuestro caso el nimero de Taylor T2).
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En este articulo se considera solo el caso mas simple del sistema lineal. Esperamos
que, con mas dificultades analiticas debido a la estimacién de los términos no
lineales, el mismo enfoque puede ser utilizado en sistemas no lineales (Giacobbe &
Mulone, 2014).

En el trabajo, de Karafyllis y Tsinias, se proporciona caracterizaciones
equivalentes para el concepto de estabilidad asintotica global (RGA) robusta para
sistemas de tiempo variable. Se dan caracterizaciones de Liapunov para este
concepto, asi como para el concepto de estabilidad no uniforme en el tiempo de
entrada a estado (ISS). Por otra parte, hemos proporcionado las condiciones
necesarias y suficientes para el tiempo de estabilizacién ISS no uniforme en los
sistemas de control por medio de una retroalimentacion variable en el tiempo.
También se presentdé una formula explicita para el estabilizador de
retroalimentacion variable en el tiempo (Tsinias, 2003).

El propdsito del trabajo de Florchinger, es estudiar el problema de
estabilizacion para sistemas estocasticos de control no lineales accionados por un
proceso de Wiener. Asi mismo establecer condiciones suficientes para la existencia
de la estabilizacion mediante las leyes de retroalimentacién que son lisas, excepto
posiblemente en el punto del sistema de equilibrio, son proporcionados por medio
de técnicas estocasticas de Liapunov. Se introdujo la probabilidad de la nocion de
estabilidad asintotica dindmica de los sistemas de control diferenciales estocasticos
y se estudio la estabilizacion por medio de controladores dinamicos (Florchinger,
1995).

Aldibekov y Aldazharova, en su articulo, estudiaron los términos de

exponentes generalizados de Liapunov, que demostraron un analogo del teorema
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de Liapunov sobre la estabilidad por la primera aproximacion para el caso en el que
el exponente superior es cero (Aldibekov & Aldazharova, 2014).

En el trabajo, de Fitzgibbon, se mostr6 una amplia clase de sistemas de
reaccion-difusién con condiciones limite Neumann que en la presencia de una
estructura separable de Liapunov, la existencia de una estimacion a priori L',
uniforme en el tiempo, para algunos r > 0, implica la estabilidad L--uniforme de
estados estacionarios. Los resultados se aplicaron a una clase general de los
sistemas de Lotka-Volterra y se ven para proporcionar una respuesta parcial a la
pregunta existencia global para una amplia clase de sistemas equilibrados no
linealidades que no estan limitado por cualquier polinomio (W. B. Fitzgibbon, S.
L. Hollis, 1997).

Chen y sus colaboradores, con el fin de explotar los nuevos y ricos
yacimientos de petrdleo y gas bajo el océano, debemos estar dispuestos a ahondar
en aguas muy profundas. Muchos campos prometedores estan situados en aguas
4000-7000 pies de profundidad. Un disefio de la plataforma favorita en ese
ambiente es el sistema de TLP, que se compone de un casco conectado al fondo del
mar por las cuerdas tendinosas de tuberias, lo que resulta en una estructura estable.
Dado que la longitud del tenddn, asi como aumentar la presion del agua
proporcionalmente a la profundidad del agua, la resistencia de las tuberias del
tendon a colapsar es critica, especialmente en lo profundo del ambiente acuético.
En este estudio, se describe una nueva forma de analizar la estabilidad de una de un
sistema TLP. Los resultados muestran que la respuesta de la estructura flotante esta
influenciada por la estructura de masa, lo que provoca diferentes perfiles de

movimiento de sobretension. La respuesta de la estructura de flotacion alcanza su
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mayor nivel de desplazamiento durante la resonancia. EI fendmeno resonante tiene
lugar mientras la onda de frecuencia se mueve sin dimensiones a los valores inferior
a0,5 - 1,0. También obtenemos condiciones de estabilidad para el TLP que utilizan
modelos TS, si esta condicidn de estabilidad se cumple, se garantiza la estabilidad
de la TLP. Una simulacion numérica se lleva a cabo para demostrar el andlisis de
estabilidad. Esta propuesta metodologia podria aplicarse en sistemas de estructuras
oceanicas reales (Cheng-Wu Chen, Chien-wen Shen, Chen-Yuan Chen, 2010).

Para el proceso de crecimiento de los cristales Bridgman dewetted, en
condiciones de gravedad cero, es posible desarrollar un modelo matematico
definido por un sistema de dos ecuaciones diferenciales ordinarias que rigen la
evolucion de la interfaz de la masa solida fundida y el radio del cristal. En este
modelo, la estabilidad del proceso significa que durante el crecimiento no hay
reinsercion del cristal crecido hasta la pared del crisol interior. Usando este modelo,
una gama de la diferencia de presion de gas residual se encuentra de tal manera que
si la diferencia de presion esta en el intervalo prescrito durante el crecimiento, que
el proceso es estable (Balint & Epure, 2011).

En su articulo, Abedi, establece la caracterizacién similar de Liapunov para
la probabilidad en el problema de la estabilidad de entrada a estado en los sistemas
de control estocésticos no autonomos. Se extiende el conocido teorema Artstein-
Sontag para derivar las condiciones necesarias y suficientes para la estabilizacion
de entrada a estado de los sistemas de control estocasticos. También nos
proporcionan un ejemplo ilustrativo en su articulo (Abedi, Leong, & Abedi, 2015).

En este trabajo, Redkar, presenta las técnicas computacionales simples y

eficientes para garantizar condiciones suficientes para la estabilidad asintética casi
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segura de los sistemas cuasiperiodicos, presentamos algunas observaciones sobre
la estabilidad y la capacidad de reduccion de los sistemas cuasiperiddicos. En un
sistema cuasiperiodico, la periodicidad de la excitacion paramétrica es
inconmensurable con la periodicidad de ciertos términos como la multiplicacion del
vector de estado. Se presenta un enfoque de tipo Liapunov y el enfoque Liapunov-
Floquet (L-F) que se transforma al derivar las condiciones de estabilidad. Este
enfoque puede ser utilizado para investigar la solidez, margen de estabilidad, y el

controlador de disefio para el sistema (Redkar, 2012).

2.2. Bases teoricas
Consideremos el sistema auténomo no lineal en IR" descrito por el sistema de
ecuaciones diferenciales

x = F(x), (2.1)
siendo F:W C R"—IR" una aplicacién de clase C!, donde W es un conjunto
abierto.
Definicion 2.1. Un punto 8 € W, se dice que es un punto de equilibrio de (2.1) si
F(X) = 0.
Definicion 2.2. Un punto de equilibrio % del sistema auténomo no lineal es estable,
cuando para toda vecindad U de X en W existe una vecindad U; de X tal que
toda solucion x(t) de (2.1) con x(0) € Ujesta definidaen U paratodo t>0

(Figura 2).
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X(t)

Figura 2. Punto de equilibrio estable
Fuente: Elaboracion propia

Definicion 2.3. Un punto de equilibrio & es asintéticamente estable si X es estable

y gim x(t) = X (Figura 3).

X(t)

x(0)

Figura 3. Punto de equilibrio asintéticamente estable
Fuente: Elaboracion propia

Definicion 2.4. Un punto de equilibrio X que no es estable se Ilama inestable.
Esto significa que existe una vecindad U de X tal que para toda vecindad U; de
% en U, existe al menos una solucion x(t) que comienza en x(0) € U1 y que no

permanece enteramente en U (Figura 4).
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Figura 4. Punto de equilibrio inestable
Fuente: Elaboracion propia

2.3. Marco conceptual

Definicion 2.5.
Sea V: U c IR"— R una funcion derivable definida en una vecindad U c W de X.

Denotemos por V: U—R la funcion definida por:

V(x) = DV(x) (F(x))

n

. v
Vo) = Z a>(<)-() Fi

Entonces, si x(t) es la curva solucion de (2.1) que satisface la condicion x(0) = x,

V() = L VD) | w0
por la regla de la cadena.
Definicion 2.6.
Sea X € W un punto de equilibrio de X = F(x). Una funcién multivariable es una
funcién V: U(X) — R diferenciable definida en una vecindad U de X, que satisface
las siguientes condiciones:

@VE=0VX>0 Vx#*Z%
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(b) V(®) €0, en UR).

Ademas una funcion multivariable es estricta si:

(c) V<0, en UR)\{&}.
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CAPITULO 11l

METODO

3.1. Tipo de la investigacion.

El tipo de investigacion de la tesis, fue no experimental para la obtencion de
funciones multivariables para el estudio generalizado de la estabilidad y estabilidad
asintotica de los puntos de equilibrio de un sistema auténomo no lineal, corresponde
a una investigacion de las ciencias formales, que haciendo uso del método
axiomatico nos llevara a la bldsqueda de nuevos conocimientos en la estabilidad
asintotica de los puntos de equilibrio de un sistema auténomo no lineal.

3.2. Disefio de investigacion.

El disefio de investigacion es descriptivo, segin Epp (2011) sefiala que un
argumento es una sucesion de sentencias y una forma de argumento es una sucesion
de sentencias. Todas las declaraciones en un argumento y todas las formas de
declaracion en una forma de argumento, excepto la final, se Ilaman premisas (o
suposiciones o hipdtesis). La declaracién final o formulario de declaracion se llama
la conclusion. El simbolo .-, que se lee "por lo tanto™, normalmente se coloca justo
antes de la conclusion. Decir que una forma de argumento es valida significa que

no importa qué declaraciones particulares se sustituyan por las variables de

35



declaracion en sus premisas, si las premisas resultantes son todas
verdaderas, entonces la conclusién también es cierta. Decir que un argumento es
valido significa que su forma es valida. Una forma de argumento que consta de dos
premisas y una conclusion se denomina silogismo. La primera y la segunda premisa
se denominan premisa mayor y premisa menor, respectivamente. La forma mas
famosa de silogismo en légica se llama modus ponens. Tiene la siguiente forma:

Si p entonces q
P

. q

El término modus ponens significa en latin "método de afirmacién” (la conclusion
es una afirmacion).
3.2.1. Método de estudio
Se empleo6 en el desarrollo de la investigacion el método axiomatico que es la base
de la construccion de cualquier disciplina matematica, estableciéndose un conjunto
de reglas de razonamiento, enunciados y postulados a partir de los cuales por reglas
de inferencia del sistema axiomatico se derivan otros enunciados 0 proposiciones
que se denominan teoremas.
3.2.2. Procedimiento del método axiomatico

Hipdtesis:

Es una presuposicion que partiendo de varias premisas infiere una

conclusion sobre la existencia de un objeto o de una causa de algun

fendmeno.

Tesis:

Es la elaboracion de una concepcion cientifica de la practica y por ello

requiere ser demostrada.
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3.3. Poblacién y muestra

3.3.1. Poblacién en las ciencias formales
La poblacion estuvo representada por once (N=11) casos particulares de
funciones multivariables lineales y no lineales, de sistemas autdnomos, para
el estudio generalizado de la estabilidad y estabilidad asint6tica de los

puntos de equilibrio; distribuidas en la tabla 1.

Tabla 1
Poblacién
Estabilidad Estabilidad asint6tica Total
N
6 5 11

Fuente: Elaboracion propia

3.3.2. Muestra
La muestra (n) son las once funciones multivariables igual que la poblacion,
debido a su nimero pequefio y considerando que; segun Kinnear y Taylor
(1998) sefiala que el muestreo por prorrateo son muestras intencionales en
donde el investigador emprende pasos explicitos para obtener una muestra
que sea similar a la poblacion.
3.4. Técnicas e instrumentos de recoleccion de datos
3.4.1. Técnicas
a) Procedimiento: Observacion
Acciones: Se eligio un conjunto de funciones multivariables para luego
ser planteados en busca de una solucion.
b) Procedimiento: Experimentacion
Acciones: Se analiz6 las proposiciones matematicas de la teoria de la

estabilidad y estabilidad asintética de los puntos de equilibrios de los
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sistemas autdnomos no lineales. Asimismo, se evaluaron las proposiciones
de las funciones multivariables
¢) Procedimientos: Induccién
Acciones: Se fijaron las reglas de deduccion y de la definicion de la teoria
de la estabilidad. Asimismo, se pasa de una proposicién a otras y se
introduce nuevos términos y proposiciones.
d) Procedimientos: Analogias
Acciones: Se compararon las proposiciones previas con las nuevas.
e) Procedimientos: Generalizacion
Acciones: Se generaliz6 algunas proposiciones, teoremas, en base a las
reglas de deduccion y definicion.
(Guardales, 2004)
3.4.2. Instrumentos
Teoria axiomatica
Definicion: Es wuna determinacién logica que establece los signos
diferenciales de un objeto, concepto o contenido.
Teorema: Son propiedades que se deducen de los axiomas anexados al
sistema axiomatico, cuyas leyes son demostrables.
Corolario: Son propiedades que se deducen de un teorema.
Lema: Es una proposicion que se deducen de los axiomas anexados al sistema
axiomatico cuyas leyes son demostrables.
Proposicion: Es un enunciado que debe ser verdadero o falso pero que no
pueda ser ambas a la vez.

(Guardales, 2004)
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3.5. Técnicas de procesamiento y analisis de datos

En la I6gica matematica, partiendo de ciertas hip6tesis o premisas se
formulan tesis y luego se demuestran, los llamados teoremas y toman la forma
(A A (A— B)) - B, lacual es la regla que nos da pase a inferencia modus
ponens.

Se entiende por demostracion del enunciado B a una cadena de
transformaciones ejecutadas en virtud de reglas légicamente validas, que
partiendo de un enunciado verdadero A o suponiéndolo verdadero se concluye
B.

a) Demostracion directa
En la demostracion directa se parte de un enunciado verdadero A y de ahi se
concluye en el enunciado B. La conclusion B es también verdadera, ya que de
una premisa verdadera solo se puede seguir un enunciado verdadero.

b) Demostracion por induccion completa
Esta demostracion consiste, en que se demuestra que el enunciado se cumple
para un namero natural inicial. Se acepta que se cumple para un numero k. Luego
se muestra que se cumple para k+1. Se concluye que el enunciado se cumple

para todos los numeros naturales.
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CAPITULO IV

PRESENTACION Y ANALISIS DE LOS RESULTADOS

4.1. Presentacion de resultados por variables

4.1.1. Para el siguiente sistema auténomo no lineal en IR?

{3&: —x + x%y
y=-y+yix

el punto de equilibrio (0,0) es asint6ticamente estable para el sistema en estudio.

4.1.2. Sea la funcion definida por
V(y) = j IX(t,Y)|%dt. (2.4)
0

Si la integral es convergente entonces V = V(Y) es una funcién multivariable para
el sistema x = A(x), donde todos los valores propios de A tienen partes reales
negativas.

4.1.3. Si F es una funcion de clase C* en una vecindad U de IR"que contiene al

origen, y ademas satisface lo siguiente:

(@ F0)=0y
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(b) Las partes reales de los valores propios de la matriz jacobiana J de F, evaluadas
en el origen; son negativas. Entonces la funcion multivariable V = V(x) para el
sistema lineal de coeficientes constantes x =]Jx es también una funcion
multivariable para el sistema (no lineal) % = F(x).

4.1.4. Consideramos una masa constante m que se mueve bajo la influencia de un
campo conservativo -grad @ (x) definido por una funcion potencial ®: W, — R
en un conjunto abierto Wo C IR%, Un punto de equilibrio (%,0) de un campo de
fuerzas conservativas es estable si la energia potencial tiene en X un minimo local
estricto.

4.1.5. Consideremos un péndulo que se mueve en un plano vertical, suponemos
una fuerza gravitatoria constante igual a la masa m de péndulo; despreciamos la
masa de la varilla que lo soporta y suponemos que existe una fuerza de rozamiento
(o de viscosidad) que se opone al movimiento, proporcional a la velocidad del
péndulo. Entonces la funcion multivariable del fenémeno fisico se representa

mediante la energia total
1.2
E(x,y) = mL ELy +1-cosx |.

4.1.6. Consideremos el circuito eléctrico simple que consiste de una inductancia L,
un condensador C y una resistencia R. Entonces la funcién multivariable del

circuito eléctrico simple se representa mediante la energia total

E(xy) = 21C(Lcy +32),
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4.1.1. Problemética de la asignatura ecuaciones diferenciales aplicadas en la

Escuela de Fisica Aplicada-UNJBG.

Diecisiete estudiantes del segundo afio de la Escuela Profesional de Fisica
Aplicada del Departamento de Fisica, de la Facultad de Ciencias de la UNJBG
participaron en un experimento preparado para evaluar la efectividad de la didactica
para la obtencion de funciones multivariables en el estudio generalizado de la
estabilidad asintética de los puntos de equilibrio de un sistema auténomo no Lineal,
los alumnos desarrollaron un cuestionario con preguntas de la estabilidad y
estabilidad asintotica, y después resolvieron un cuestionario con la didactica del
docente. ¢Proporcionan estos datos suficientes evidencias para indicar que la
didactica empleada por el docente es efectiva a un nivel de una significancia del
0,05?

4.2. Contrastacion de hipdtesis

Para contrastar la hip6tesis matematica se empled en el desarrollo de la
investigacion el método axiomatico que es la base de la construccion de cualquier
disciplina matematica, estableciéndose un conjunto de reglas de razonamiento, de
enunciados, postulados a partir de los cuales y por reglas de inferencia del sistema
se derivan otros enunciados o proposiciones que Ilamaremos teoremas.

Asi mismo los métodos I6gicos: inductivo y deductivo respectivamente. El
método deductivo es utilizo para justificar matematicamente las condiciones
suficientes de la estabilidad y estabilidad asintotica, y el método inductivo es para
contrastar el funcionamiento de dichas condiciones utilizando ejemplos como la

ecuacion de Van der Pol.
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4.3. Discusion de resultados
4.3.1. Estabilidad y Estabilidad asintotica
Teorema4.1.Sea X € W un punto de equilibrio de x = F(x).
Sea V:U(®)—IR una funcion diferenciable definida en una vecindad U(RX) < W
tal que:
(@) Si V esuna funcion multivariable para X, entonces X es estable.
(b) Si V es una funcion multivariable estricta para X, entonces X €S
asintoticamente estable.
Prueba:
(@) Sea V: URX) — R wuna funcion multivariable para X y r>0 lo
suficientemente pequefio para que la bola B (X) < U(X), donde;
B.®) = {x eU®/Ix— Rl <r}
Denotemos por W, esta bola By ().
Sea a=min{V(x),x € dB.(X)}, es decir, sobre la superficie esférica
Sr (X) de radio r centro X.
Entonces « > 0 por la definicidn (2.6) parte (a).
Como V es una funcion continuaen X € Wo y & >0, entonces existe & > 0

que satisface
S<r talque V(X)<@ VxecB;®=U®)
En efecto, siendo « > 0, tomamos € = a > 0.
Por la definicion de funcion continua a este € le corresponde un 6 > 0 tal
que

x— %< = -e<V(X)<e
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Pero ¢ = a; luego todo punto x€ Wy cuya distancia al punto X sea menor que

&€ cumple V(x) < a.
Afirmacion
“Toda solucion x(t) de (2.1) que comienza con X € U1(X) permanece en B; (X)
parat> 0.
Supongamos que existe t; > 0 tal que X(t;)| =r; donde V(x(t2)) > c.
Pero por hipotesis tenemos que V es una funcién no creciente a lo largo de cualquier
movimiento, e.l.

V(x) = V(x(0)) = V(x(t1)),
entonces resulta la contradiccion
V(X)> &

Esto prueba que X es un punto de equilibrio estable.

(b) Demostraremos la parte que concierne a estabilidad asintética. En efecto:
Supongamos ahora que V es, en U(X) \{X}, estrictamente decreciente sobre las
Orbitas, debemos probar que

lgg X(t) = R VX e Ui(X)
Sea Xx(t) unasolucién que comienzaen x€ Ui (X)\{X} y consideremos
(tn) C IR* una sucesion creciente tal que:

lim x(t,) = Zo

n—oo
Afirmamos que X = zo. Para verlo observamos que:

Por la continuidad de V

lim V(x(t,)) = V(20)
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y como V (x(t)) decrece, entonces
V(z0) < V(x(t)) Vt=0
Supongamos X # Zzo.
Sea z(t) la solucion que comienza en zo.
Para cualquier s > 0, se tiene  V(z(s)) < V(z(0)) = V(zo).
Entonces para toda solucion y(s) que comienza suficientemente cerca de zo
se tiene:
V(y (s)) < V(zo);
Haciendo y(0) = x(t,) resulta la contradiccién
V(X (th +5)) < V(20).
Por lo tanto zo = X.

A~

Esto prueba que X es el Unico punto de acumulacion posible del conjunto

{x()/t>0}

Ejemplo 1.
Sea el sistema autonomo en IR? descrito por el sistema de ecuaciones diferenciales

{)’(: —x + y?
y= —y+x’

es evidente que (0,0) es el Unico punto de equilibrio.
Como funciodn para este punto ensayamos
V (xy) =3 (2 +y?).
Ahora tenemos que verificar las condiciones de la definicién (2.6), y seguidamente
aplicar el teorema (4.1). En efecto

@ V(@©0,0)=0y V(y) >0 V(xy)# (0,0

45



) V(x,y) = % (2xx + 2yy) = —(x* + y?) + (x%y + xy?).
Observemos ahora lo siguiente:

Six<1 e y=0,entonces xy? < y? mientras que

siy<1l e x=0, entonces x?y < x2. Por tanto,

six<1, y<1 e (xy)=(0,0) entonces X2y +Xxy’< x?+Vy?,
en consecuencia, - (x>+y?) + (x2y + xy?) < 0. De donde

V(xy) <0 en U@0,0)={(xy)e R/x<1, y<1}\{(0,0)},y

V(x,y) <0 en U©0,0) ={(xy) e R/x<1 y<1}
Luego ;(x2+y2) es una funcion multivariable y por el Teorema (4.1) el origen es

estable. Ademas es asintéticamente estable ya que esa funcion multivariable es

estricta.

Ejemplo 2.
El origen (0,0) es asintéticamente estable para el sistema auténomo en IR?

{)’(z —Xx + x%y
y= —y+y'x

En efecto
V(xy) =x*+y?,
es una funcién multivariable para el origen, es decir cumple las condiciones (a) y
(b) de la definicién (2.6)
(@) V(0,0) =0, V(x,y) >0, V(xy) = (0,0),
b) V(xy) = (2xk + 2yy) = (x> + y)(xy — 1)

De donde V(x,y)< 0 en U(0,0) = {(xy) € R2/xy <1}
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Por el teorema (4.1) parte (a), el origen es estable.
Ademas la funcion multivariable es estricta:
(©) V(x,y) 0 en (0,0)\ {(0,0)} = {(x.y)e R/ xy < 1} {(0,0)}.

Por el teorema (4.1) parte (b), el origen (0,0) es asintéticamente estable.

Ejemplo 3.
Sea la ecuacion de Van der Pol
X+ e(x*—1x+x=0 (£<0).
La ecuacidn equivalente en términos de X,y es
X3
X = y.— s(? — X)

y = —X
El andlisis de este sistema no lineal comienza por los puntos de equilibrio X = (0,0).
Ahora tomemos la funcion

Viy) = (2 + y?),

para este punto de equilibrio, mostraremos que la funcion asi construida satisface
las condiciones de la definicién (2.6) y los requerimientos del teorema (4.1).
En efecto:

@ V(0,0)=0y V(xy)>0 V(xy)=(0.0)

. . . x?
(b) V(x,y) = (xx + yy) = —ex? (? - 1)
Es evidente que
V(x,y) <0 en U(0,0) = {(x,y) € R2/x2+y?< 3}.

Por el teorema (4.1) parte (a), el origen (0,0) es estable.
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Ejemplo 4.

Consideremos el sistema auténomo no lineal en IR?

y=x
El origen £ = (0,0) es un punto de equilibrio de este sistema y V(X,y) = x* + y4,
es una funcion multivariable para el origen del sistema auténomo no lineal.
En efecto:
V(x,y) = 4x3%+ 4y°y =0
por lo tanto la curva solucion esta situado sobre las curvas cerradas
x*+yt=C,
el cual rodea el origen.
En virtud del teorema (4.1), el origen es un punto de equilibrio estable de este
sistema el que no es asintéticamente estable.

Note que DF(0) = 0 para este ejemplo, es decir, DF(0) tiene dos autovalores ceros.

Ejemplo 5.
Consideremos el sistema dinamico en IR? descrito por el sistema de ecuaciones
diferenciales no lineales

{)’(z —4y — x3
y=3x-y’

El Unico punto de equilibrio es el origen; investiguemos su estabilidad. La parte

s o)

Luego existen dos autovalores imaginarios puros (A = +2 \/5 ).

lineal del sistema en (0,0) es
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Todo lo que podemos concluir es que el origen no es asintdticamente estable.
Busquemos una funcion multivariable para (0,0) de la forma:

V(x,y) = ax? + by?, {a,b} € < 0,0 >

V(x,y) = 2axx + 2byy

V(x,y) = —8axy — 2ax* + 6byx — 2by*
Deseamos que V < 0 en una vecindad de U(0,0); esto se puede conseguir
poniendo a=3 y b=4.
Asi V(x,y) = 3x%+ 4y? esuna funcion multivariable y, el origen es estable.

Ademaés es asintdticamente estable ya que esa funcion multivariable es estricta.

Observacion 3.1

Si V(x) es negativa en una vecindad, entonces V decrece a lo largo de la solucion
de (2.1) que pasa por x. Es decir una particula que se mueve a lo largo de cualquiera
de las trayectorias definidas por el sistema x = F(x), estara disipando energia
cuando intercepta la superficie V(x) = a.

Por consiguiente, una particula que entra en la vecindad rodeada por dicha
superficie nunca puede reunir la energia para escapar, y su trayectoria debe
permanecer en esa vecindad. Esto claramente implica que el punto de equilibrio
sera estable, e incluso asintéticamente estable para el sistema dado.

La definicion de estabilidad asintética dada anteriormente en cierto modo
es local, deja la posibilidad de que puedan existir soluciones x(t) de modo que,

lim x(t) = X; esto origina la siguiente definicion.

t—>oo
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Definicién 4.1
Sea F: R IR" una aplicacién de clase C*tal que F(0) = 0. El punto de equilibrio

X =0 e R" esglobalmente estable, cuando fuera estable y lim x(t) =0 para toda
t—oo

solucion x(t) de x = F(x).

Sea V:IR"—IR una funcion multivariable estricta para x = F(x) enX.
Supongamos que para cada C >0 dado exista R>0 tal que [x| >R, implica

V(x)>C VxeR"

A

Entonces X =0 es globalmente estable.

4.3.2. Funciones multivariables en sistemas lineales
Comenzamos esta seccion construyendo una funcion para el sistema auténomo
lineal con eficientes constantes

X = Ax, (4.1)
donde A esunamatriz nxn Yy todos los valores propios de A tienen real negativa.
La razén para emprender esta construccion es que permitird extendernos a sistemas
no lineales. Denotemos por es......, en a los vectores de la base canonica en R" y
denotemos por

Xi(t) = xi (t, 1) = (Xiz(t), ....... , Xin(t))

para cada 1,1 <i<n alasolucion de (4.1) que satisface la condicion inicial
xi(0) = ei.

SeaY =yie1t ............ + yn en cualquier vector en IR", entonces la funcion

X(LY) = yixa(OF .o + ynXn(t) = Zyixi (t)

es la solucidn de (4.1) que satisface la condicion inicial x(0) =.
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Teorema 4.2

Sea la funcion definida por
V() = [IX(t,Y)|%dt. (4.2)
0

Si la integral es convergente entonces V = V(YY) es una funcion multivariable para
el sistema X = Ax, donde todos los valores propios de A tienen partes reales
negativas.
Prueba:
Primeramente observamos que si esta integral converge entonces
@V(Y)>0 vYen R,

V(Y)=0 siysolosi Y= 0.

Por otra parte sabemos que

X@Y) = Yy ()

i=1

entonces en (4.2) tenemos

o 2 © n 2
V) = [IZyx, (1) dt = [I(Z Y (X X (1))
0 0
0 n n 2
= [IE X ZY X, (0)) dt
0
Pero,

2 2

(Z Y%, (1) Z Y, (1)

(iyixil(t)J Tt [zn:lein(t)J

:2 (Zniyixik(t)J

n
k=1
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)

ﬁiyixik(tﬂ %ijjk(t)ﬂ
k=L | \li=1 =

:iyiyj[ixik(t)

ij=1 i

i=1

De donde

©

V(Y) = XY {ixik(t) Xjk(t)}dt.

i,j=1

Esta funcion se encuentra bien definida, pues las integrales dadas en esta
expresion son convergentes teniendo en cuenta la hipétesis de que los valores
propios de A tienen partes reales negativas.

Demostraremos ahora que V es una funcion multivariable para x = Ax.
Como se vio anteriormente V satisface la condicion (a) de la definicion (2.6), falta
ver que cumpla la condicién (b) y (c) de la misma definicion.

En efecto, sea X(t,xo) unasolucion X = Ax que satisface la condicion

inicial x(0) = xo. Entonces en (4.2) tenemos:
V(X(t,Xo)) = j IX(s, X(t,%,))| s = j [X(s +1t,x,)|%ds (4.3)

Hagamos un cambio de variable en (4.3).
Sea : u=s+t = du=ds
0<s<o=t<s+t=u<Lw

Asi, tenemos
V(X(t,X0)) =IHX(u,x0)H2du.

De aqui se tiene
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. d 7% 2

V(X(t,%0)) = o .t|'||X(u,xO))|| du.

VX(t %)) = - [X(t %) - (4.4)
Asi V<0en R

ademas cumple la condicion (c) e.i. V<0 en R"\{0}.
Entonces V es una funcién multivariable para el sistema % = Ax Yy por el teorema

(4.1), el origen es un punto de estabilidad asintdtica para el sistema

Ejemplo 6.
El sistema de primer orden

{)’(z —2x—y

y = 2x— 5y (4.5)

Tiene como matriz de coeficientes

-2 -1
A:
2 -5
Y los valores propios son -3 y -4.

Entonces el nuevo sistema autébnomo es

{g = —3%
§= —4Y

Luego las soluciones son:
Xi(t,e1) = (€%, 0) tal que X1(0) = e1
Xa(t,e2) = (0,e7), tal que X2(0) = ez

Seaahora Y =xe1+ Yyer, un vector de IR% entonces:

V(x,y) = THX(t, Y)szt :T dt.

inyi (t)
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V() = [x(e ™ ,0) + (o, ) ot = (x7e %+ y7e " et
0 0

0

V(X,y) = xZ lim Ie‘stdt +y? lim |e®dt
b— ° b—oo 5

2 2

X
V(x,y) = 5 + é

Por el Teorema (4.2), V(x,y) asi definida es una funcién multivariable para el
sistema autonomo lineal (4.5) en el punto (0,0).
En efecto:
(@) V(0,00=0, V(xy)>0 V(xy)=(00).
' = i+ ivy= — 224 iy 342 2
(b) V(x,y) = SXX+ oy =— x4+ oxy— 2y <0en R

(©) V(x,y) <0, en R2\{(0,0)}

Ejemplo 7.
Sea el sistema auténomo lineal en IR® descrito por
X= —Xx+y+z

7 = —3zZ

El sistema tiene como matriz de coeficientes

-1 1 1
A=/0 -2 0
0 0 -3

y los valores propios A1=-1, A1=-2, Az=-3.

Entonces el nuevo sistema autbnomo es:

X= —X
y= -2y
z= —3Z
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Luego las soluciones:
Xi(t,e1) = e'es, tal que X1(0) =e:
Xa(t,e2) = e'ey, tal que X2(0) = ez
Xs(t,e3) = e3es, tal que X3(0) = es.
Si Y = xe1 + yez + zes es un vector de IR® entonces

2 o
dt =j
0

o0

V(xy2) = |

0

iyixi(t) dt

i=1

X(t, Y)

V(xy.z) = o_foe"e1 +ye e, + ze’3‘e3H2 dt
0

V(X,y,z) = T(Xzefzt +yeity Zzefﬁt)dt
0

b b b
- 25 -2t 27 —4t 27 —6t
V(x,y,z) = x !@w!e dt+vy lIalLr!o_([e dt+z l!m_([e dt

X2 y2 Z2
V(x,y,z) = > + T + 3

Por el Teorema (4.2), podemos afirmar que ésta funcion verifica las condiciones de
la definicion (2.6), y V(X,y,z) asi definida, es una funcién multivariable para el
sistema lineal(4.6) en el punto (0,0,0).
En efecto:

(a) V(0,0,0) = 0,V(x,y,z) > 0 V(x,y,2) #(0,0,0).

) V(xy,z) = xX+%yy+ gzz =—x?-y?—722+ xy+x2<0 enR®

© V(x,y,z) <0 R3\{0,0,0)}.

Por consiguiente V es una funcion multivariable para el punto X = (0,0,0).
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4.3.3. Funciones multivariables para sistemas no lineales
Sea el sistema auténomo no lineal descrito por

x = F(x)
De acuerdo a la seccion anterior; siempre que F sea de clase C* en una vecindad U
de IR" que contiene al origen y que tome valores en IR, entonces esta funcion se
puede reemplazar por otra de la forma

F(x) = Ix + G(x),

donde J es la matriz Jacobiana y G(x) es pequefia respecto a Jx cuando |X| es

pequefia. Ahora aplicamos éstos resultados a la construccion anterior, para obtener

funciones multivariables para sistemas no lineales en la siguiente proposicion.

Teorema 4.8
Si F es una funcion de clase C* en una vecindad U de R" que contiene al origen, y
ademas satisface lo siguiente:
(@) F(0)=0,y
(b) Las partes reales de los valores propios de la matriz jacobiana J de F,
evaluadas en el origen; son negativas. Entonces la funcion multivariable
V =V(x) para el sistema lineal de coeficientes constantes x = Jx estambién

una funcion multivariable para el sistema (no lineal) x = F(x).

Prueba:

En efecto, por (4.3) sabemos que
V() < - [Ix|I?

Pero
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V(x) = grad V(x).F(x) = grad V(x). (Jx)

De donde
V(x) = grad V(x). Jx) < —|lx|I?

Luego
V(x) = grad V(x).F(x) = grad V(x). (Jx + G(x))
V() = —[IxII* + llgrad VGOl IGX)I

Pero

grad V(x) = 2Jx y |Ix| <k|x| para alguna constante k y todo x de R"
Por lo tanto,

llgrad V(x)|| <2K|lx|| y grad V(x).F(x) < -

X|2+ 2k[x] |G,

Utilizaremos ahora el hecho de que

F(x)-Jx _ i G(x) _

Moo X bo || =0

para encontrar una esfera Sy de radio r y centro en el origen de R"

tal que
1
G <
o0l <1

para todo x en la esfera; luego dentro de ésta tenemos

grad V(X) F(x) < -

1 _
2 @ | el = 2o

Por tanto
V(x) < 0 enR" que contiene al origen, y por lo tanto V es ciertamente una funcion

multivariable para el sistema (no lineal) x = F(x).
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Ejemplo 9.
Consideremos el sistema auténomo no lineal.

{x = —x+ y? (2.10)

y=-y+x*
El unico punto de equilibrio es el origen X = (0,0). Ahora linealizamos el sistema
no lineal, usando la aproximacion lineal de F; haciendo:
F1=-x+y?
Fo=-y+x?
Entonces

R, R,

j=| ox oy _ |10
o, R, 0 -1

oX oY 2=(0,0)

Luego de esto resulta un sistema lineal de coeficientes constantes

Xx=]Jx el

{)’( = —X
y= -y
y los valores propios es 11=k2=-1. En este caso, las soluciones Xi(t) y Xa(t)

talesque Xi(0)=e1 y Xz(0)=e2 son:

mm=Ft]me{i}
0 e

Sea y=xei+e; unvectorde R? entonces

Vo) = Tux(eftvoﬂy(o'eft)uzdt: T(XZE’Zt +y’e )t
0 0

b b
= 2 i -2t 2 -2t
V(X,y) = x kI)'an.([e dt+y k!I_)rT!O_([e dt
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2 2

Y

VXy) =+
xy) =5t
Por el teorema (4.3), V(x,y) asi definida es una funcién multivariable para el sistema

no, lineal (4.7) para x = (0,0).

4.3.4. Aplicacion de la funcion multivariable en un campo de fuerza

conservativo
Definicion 4.2.
Un campo vectorial F: IR* = IR%se dice que es un campo de fuerza si el vector F(x)
asignado al punto x se interpreta como una fuerza que actua sobre una particula
colocada en x.
Definicion 4.3.
Un campo de fuerzas F: IRR —> IR®se dice que es conservativo si existe una funcion
de clase C!

O:RR— R

tal que

=—grad D (x)

F(x) = (6®(x) o0 ’aq)(X)j

oX, OX, OX,
La funcion @ se dice que es la energia potencial (Mas propiamente, @ es una
energia potencial, ya que agregandole una constante no cambia el campo de fuerzas
—grad @ (x)).
Ejemplo 10.
El campo de fuerzas definido por F(x) = (-2x1, -2X2 , -2X3) €S un campo

conservativo pues existe @ (x) = X2+ x22+ x3? talque F=-VO.
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Teorema 4.4. (Conservacion de la energia)
Sea x(t) latrayectoria de una particula mévil en un campo de fuerza conservativo

F=-grad®. Entonces la energia total E es independiente del tiempo.

Prueba:
X(t) es la trayectoria de una particula mévil en un campo de fuerzas conservativo,

entonces la energia total E es la funcion del tiempo en valores reales:

1 .

E(x(t)) = SmIX@®)? + ®(x(1)),

donde la energia cinética es

1.

T = S;m|x(0)I?,

2
y la energia potencial esta definida por @ (x(t)). Hay que probar que E(x(t)) es
constante respecto a t, es decir que

d
—(T+d)=0
OIt( )

0 equivalentemente,

i(1m|>z(t)|2 + c1>(x(t))) —0

dt \2
Por la férmula de Leibnitz se tiene que

d =2 <ix>
—|x|* = X, X
dt

y por la regla de la cadena

%(q:(x(t)) = < grad ®(x(t)), x(t) >

Estos resultados se reducen a probar que
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m < X(t),x(t) > + < grad ®(x()),x(t) > =0
es decir,
< mx(t) + grad ®(x(t)),x(t) > =0
Por la segunda ley de Newton tenemos

F(x() = mx(¢)

Pero:
F(x(t)) = —grad ®(x(t))
De donde
mx(t) + grad ®(x(t)) = 0
dE(x(t)) _
T 0
Definicion 4.4

El espacio de estados es el producto cartesiano IR® x IR® de pares, (X,v), x,v en R®;
X es la posicion y v la velocidad que tenga una particula en una instante dado.
Podemos ahora interpretar la energia como una funcion en el espacio de estados,

Rx IR® — R definida por

E(x,v) = ;m MZ +D (x)

Teorema 4.5. (Lagrange)

Consideramos una masa constante m que se mueve bajo la influencia de un campo
conservativo -grad @ (x) definido por una funcion potencial @ : Wo—IR en un
conjunto abierto Wo < IR Un punto de equilibrio (*,0) de un campo de fuerzas

conservativas es estable si la energia potencial tiene en X un minimo local estricto.
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Prueba:
La segunda Ley de Newton establece que
F(X) = m¥ (4.8)
La fuerza del campo conservatorio esta dado por
F(x) = -m grad @ (x).
Entonces de (4.8), obtenemos una ecuacion diferencial de segundo orden
X =-grad @ (x)
El correspondiente sistema dinamico en el espacio de estados
W =W, R3x R es, para (x,v)eWox R
dx
gt Y%

dv
— =—grad®d(x
ot g (x)

Sea (X,V) e W x IR® un punto de equilibrio.

Entonces V =0 y grad® (%) =0.
Para investigar la estabilidad de (%, 0) tratamos de usar la energia total E:

Wo X IR®~ IR definido por
_1 5,
E(x,v) =S D (%),

Para construir una funcion multivariable. Puesto que una funcion multivariable ha
de anularse en (X, 0), sustraemos de E(x,v) la energia de estado, (%,0) que es

@ (%), y definimos V: Wox R—IR® por

V(xv) = E(x.v) - E(1,0) :;mv2+CD (x)- O (%)
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Mostraremos que V es una funcion multivariable para (X,0), es decir cumple las
condiciones de la definicién (2.6).
En efecto:

(@) V(%,0) = 0. Por hipdtesis @ tiene un minimo local estricto en X, luego

existe una vecindad de % talque @ (x)> D (X)) vx # .

Laenergia cinética T :;mvzz 0, porlotanto V(x,v) > 0 V(x,v) # (X,0).

(b) Por la conservacion de la energia V(x,v) = 0 en una vecindad de (%,0).

En virtud del teorema (4.1), el punto de equilibrio (X,0) es estable.

Ejemplo 11.
Consideremos la ecuacion del oscilador armonico tridimensional
X+ k?x=0 (4.9)
El oscilador armdnico tridimensional de (4.8) corresponde al campo de fuerzas
definido por:
F(X) = (-mK2x1, -mK2xz, -mK2x3) , (K # 0)
Este campo es conservativo, con energia potencial

D (x) = ;mK2 (X12+ X2? + X3°)

El Gnico punto de equilibrio de @ es el origen %= (0,0,0).

El Hessiano de @ en el origen es

H® (0,0,0) (hs, ha, hs) =$sz (hi2+ h? + ha?), que se define positivo.

Se sigue que el origen es un minimo estricto en @.
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Asi por el teorema (4.5) hemos demostrado que el origen es un punto de equilibrio
estable.

4.3.5. Aplicacion de las funciones multivariables en el movimiento pendular
Consideremos un péendulo que se mueve en un plano vertical (Figura 5), suponemos
una fuerza gravitatoria constante igual a la masa m de péndulo; despreciamos la
masa de la varilla que lo soporta y suponemos que existe una fuerza de rozamiento
(o de viscosidad) que se opone al movimiento, proporcional a la velocidad del
péndulo. Analizar la estabilidad del fendmeno fisico que se representan mediante

un sistema de ecuaciones diferenciales.

'~ L
T~ Y-
-

Figura 5. Péndulo simple
Fuente: Elaboracion propia

Sea L la longitud (constante) de la cuerda.

El péndulo se mueve a lo largo de una circunferencia de radio L. Si x(t) es
el angulo entre la vertical y la varilla en el instante t, medida en sentido contrario a
las agujas del reloj, entonces la velocidad angular del péndulo es x(t) y la velocidad
es Lx(t). Asi, la fuerza de rozamiento es —k Lx(t), siendo k > 0; esta fuerza es

tangente a la circunferencia.
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La fuerza gravitatoria m tiene una componente —m sen X(t) tangente a la
circunferencia, la cual produce el movimiento del péndulo. Asi pues la fuerza total
tangente a la circunferencia en el instante t es F

F =-(kL x(t) + msen x(t))
la aceleracién del péndulo tangente a la circunferencia es
a = Lx(t);
Entonces, por la segunda Ley de Newton F = m a, se tiene
k= —~%—lsenx
m L
Introduciendo una nueva variable
y = x(1)
(Interpretada como velocidad angular) obtenemos el sistema de primer orden

equivalente

>
I
=<

: 1 K
y=—=senx——1y,
L m

Esta ecuacion auténoma no lineal en IR? tiene como punto de equilibrio X = (0,0).
Para investigar la estabilidad del punto tratamos de usar la energia total E, como
una funcién natural para ensayar.

Se tiene:

E = T(Energia Cinética) + ®(Energia Potencial);

donde la energia cinética es:

1 1 1
T ="mvi==m(Lx)*==mL?y.
5 5 (Lx) , MLy
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Para la energia potencial tomamos la masa multiplicada por la altura sobre el punto

mas bajo de la circunferencia:

® =m(L - L cos x).

Asi pues la energia tot

al es

1
E(xy) = ;mL2y2+ m(L- Lcos x) = mL(2 Ly? +1— cosxj

Mostraremos que la energia total cumple las condiciones de la definicion (2.6) y los

requerimientos del teorema (4.1), para el punto de equilibrio X= (0,0). En efecto:

(@) E(0,0) =0,E(xy) >0 V (xy) # (0,0)

(b) E(x,y) = mL(Lyy+x senx)

=mL

=mL

_ (_1 D j -
Ly| —senx—y [+ ysenx
i L m

LK
— ysenx——— Yy + ysenx
m

o

— kaz}

m

4.3.6. Aplicacion de las funciones multivariables en un circuito eléctrico

Comenzamaos por considerar el circuito eléctrico simple que consiste de una

inductancia L, un condensador C y una resistencia R (Figura 6)
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Figura 6. Circuito eléctrico
Fuente: Elaboracion propia

La caida de voltaje a través de la resistencia es Ri.
La caida de voltaje a través del inductor es Ldi/dt.

La caida de voltaje a través del condensador es x/C.

Por lo tanto, por la ley de Kirchhoff,

I'—dIWLRiJrizo (3.3)
dt c

donde E = 0. Puesto que |=dx/dt, laecuacion diferencial (3.3) se convierte en

Lk +Rx+ X =0
C

La cual gobierna el comportamiento de un circuito eléctrico simple RLC. Cuando
X representa la carga sobre el condensador, y x la intensidad de corriente.
Introduciendo unanueva variable y = x (Interpretada como intensidad de corriente),

obtenemos el sistema de primer orden equivalente
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K=y
(3.4)

o1, R
y LC L Y

Esta ecuacion auténoma lineal en IR? tiene como punto de equilibrio 2= (0,0).
Como funcion multivariable para este punto de equilibrio ensayamos la energia
total E,

E= energia cinética + energia potencial;

Energia cinética = ;mv2 = ;LY.

La energia potencial (o energia almacenada en el condensador) es

J'idx:ix2
5 C 2c

Asi
_ 1 2
E(Xay) - 7(Lcy+x )1
2c
Es una funcion multivariable, puesto que satisface la definicion (2.6)

En efecto

(@) E(0,00=0, E(xXy)>0 V (xy) #(0,0)
(b) Exy)= Txy+ly(- X - Vy=-ry,
C Lc L

Donde E(x,y) < 0 en una vecindad de (0,0).

En virtud del teorema (4.1), el punto de equilibrio ® = (0,0) es estable. La energia
total E decrece a lo largo de la curva solucién a causa de la caida de voltaje en la
resistencia. La resistencia R corresponde a una fuerza amortiguadora mecanica la

cual actla para decrecer la frecuencia de la descarga oscilante, la cual depende del
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condensador y la bobina, para finalmente traer el sistema eléctrico al punto de
equilibrio, es decir, la intensidad de corriente y la carga se aproxima a (0,0) sin

oscilaciones.

4.4. Propuesta didactica de la asignatura ecuaciones diferenciales aplicadas en
el Departamento de Fisica - UNJBG

Diecisiete estudiantes del segundo afio de la Escuela de Fisica Aplicada de la
Facultad de Ciencias de la Universidad Nacional Jorge Basadre Grohmann,
participaron en un pretest y postest elaborado para evaluar la efectividad de la
didactica para el estudio generalizado de la estabilidad y estabilidad asint6tica de
los puntos de equilibrio de un sistema autonomo no lineal, mediante la obtencion
de funciones multivariables. Cada alumno desarroll6 un cuestionario con preguntas
de estabilidad y estabilidad asint6tica y después se aplico un cuestionario con la
didactica del profesor. ;Estos datos proporcionan suficientes evidencias para
indicar que la didactica empleada por el profesor es efectiva a un nivel de una

significancia del 0,05?

4.4.1. Datos

Los puntajes de la encuesta a 17 estudiantes del segundo afio de la Escuela de Fisica
Aplicada, antes y después de participar en la didactica para la obtencion de
funciones multivariables para el estudio generalizado de la estabilidad y estabilidad
asintdtica de los puntos de equilibrio de un sistema autonomo no lineal, que se

indican en la tabla 2.
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Tabla 2
Puntajes del Pretest y Postest a 17 estudiantes del segundo afio de la Escuela de
Fisica Aplicada de la Facultad de Ciencias de la UNJBG.

Cadigo de los Pretest Postest
alumnos Antes de la Después de la
Didactica Didactica
2011121006 10 16
2011121008 12 16
2011121013 13 17
2012-36211 14 15
2012-36221 11 14
2012-36223 10 14
2012-36238 11 15
2012-36244 12 16
2012-36248 13 17
2013-38771 12 13
2013-38786 12 14
2013-38792 10 15
2013-38801 12 13
2013-38812 11 17
2013-38815 10 14
2013-38817 11 15
2013-38822 13 16

Fuente: Elaboracion propia

4.4.2. Estadisticos

Se llevo a cabo el anélisis exploratorio de los datos obtenidos y se determiné las
medidas descriptivas de las variables antes y después de participar activamente en
la didactica de la estabilidad, las cuales se indican en las tablas 2, 3, 4 y sus

correspondientes histogramas en las figuras 7y 8.

Tabla 3
Analisis exploratorio de los datos y determinacion de las medidas descriptivas
antes y después de participar en la didactica de la estabilidad.

Antes de la didactica Después de la didactica

N validos 17,00 17,00

Perdidos 0,00 0,00
Media 11,59 15,12
Desv. tip. 1,23 1,32
Varianza 1,51 1,73
Minimo 10,00 13,00
Maximo 14,00 17,00

Fuente: Resultado estadistico
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Tabla 4
Frecuencia antes de la didactica de la estabilidad

Frecuencia Porcentaje Porcentaje Porcentaje
valido acumulado
10 4 23,5 23,5 23,5
11 4 23,5 23,5 47,1
Validos 12 5 29,4 29,4 76,5
13 3 17,6 17,6 94,1
14 1 5,9 59 100,0
Total 17 100,0 100,0
Fuente: Resultado estadistico
Tabla 5
Frecuencia después de la didactica de la estabilidad
Frecuencia Porcentaje Porcentaje  Porcentaje
valido acumulado
13 2 11,8 11,8 11,8
Validos 14 4 23,5 23,5 35,3
15 4 23,5 23,5 58,8
16 4 23,5 23,5 82,4
17 3 17,6 17,6
Fuente: Resultado estadistico
Histogramas
Histograma
1 wel),
1 N\

antes de la didactica

Figura 7. Histograma antes de la didactica de la estabilidad
Fuente: Resultado estadistico
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Histograma
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Media=1512
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MN=17

Frecuencia

T
18

-7

despues de la didactica
Figura 8. Histograma después de la didactica de la estabilidad
Fuente: Resultado estadistico
4.4.3. Descripcion y andlisis de la normalidad para las diferencias

Se genero0 la variable diferencia: (di) = (Después — Antes) de la didactica, en una

poblacién de 17 estudiantes cuyos resultados se muestran en la tabla 6.

Tabla 6
Diferencias (di)
Cadigo de los Pretest Postest Diferencia (di)
alumnos Antes de la Después de la
Didactica Didactica

2011121006 10 16 4
2011121008 12 16 4
2011121013 13 17 4
2012-36211 14 15 1
2012-36221 11 14 3
2012-36223 10 14 4
2012-36238 11 15 4
2012-36244 12 16 4
2012-36248 13 17 4
2013-38771 12 13 1
2013-38786 12 14 2
2013-38792 10 15 5
2013-38801 12 13 1
2013-38812 11 17 6
2013-38815 10 14 4
2013-38817 11 15 4
2013-38822 13 16 3

Fuente: Elaboracién propia
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a) Formulacion de la hipotesis
Ho: Datos de las diferencias que provienen de poblaciones normales
H1: Datos de las diferencias que no provienen de poblaciones normales
b) Nivel de significancia: « = 0,05
c¢) Determinacion del estadistico a utilizar
La prueba de normalidad de Kolgomorov-Smimov se realizo para las diferencias
(di) en una poblacion de 17 estudiantes, las cuales se muestran en la tabla 7 y

también se elaboro un gréafico de normalidad las cuales se muestran en las figuras

9y 10.
Tabla 7
Prueba de normalidad Kolgomorov-Smimov y Shapiro-Wilk
Kolmogorov- Shapiro-
Smirnova? Wilk
Estadistico gl Sig.  Estadistico gl Sig.
diferencia 0,27 17,00 0,01 0,88 17,00 0,03

a. Correccién de la significacion de Lilliefors
Fuente: Resultados estadisticos

d) Criterio:
Rechazamos la Ho
e) Conclusion:

H1: Las diferencias de los datos no provienen de poblaciones normales
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Elaboracidn de la grafica Q-Q de la diferencia (di)

Grafico Q-Q normal de diferencia

Normal esperado

T T
Q 2 4 =]

Valor ocbservado

Figura 9. Gréfico de la normalidad de la diferencia
Fuente: Resultados estadisticos

Elaboracién de la grafica Q-Q sin tendencia de diferencia

Grafico Q-Q normal sin tendencias de diferencia

0,0000

Desv de normal
0

-0,24

-0,4-

T T T
1 2 3 4 s =]

Valor ocbservado

Figura 10. Grafico de la normalidad sin tendencia de diferencia
Fuente: Resultados estadisticos

La diferencia di, dado que, no cumplen con el supuesto de normalidad, entonces

utilizaremos la prueba no paramétrica de Wilcoxon, para comparar los dos grupos.
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4.4.4. Estadistica de prueba no paramétrica de Wilcoxon

a) Formulacion de la hipdtesis

Ho: No existe diferencia entre los puntajes de evaluacion de la teoria de la

estabilidad antes y despues de participar en la didactica del profesor.

Hy: Existe diferencia entre los puntajes de evaluacion de la teoria de la

estabilidad antes y despues de participar en la didactica del profesor.

b) Nivel de significancia: « = 0,05

c¢) Determinacion del estadistico a utilizar

Suma de los rangos con signos positivos y negativos.

d) Calculo del estadistico

Para las dos muestras relacioadas, se realizd la prueba no paramétrica de

Wilcoxon, las cuales se indican en las tablas 8 y 9.

Tabla 8
Prueba estadistica no paramétrica por rangos

N Rango  Sumade
promedio  rangos
Rangos negativos 02 0,00 0,00
Después de la didactica- Rangos positivos 17° 9,00 153,00
antes de la didactica Empates 0c
Total 17

a. Después de la didéctica < antes de la didactica
b. Después de la didéctica > antes de la didactica
c. Después de la didactica = antes de la didactica
Fuente: Resultados estadisticos

Tabla9
Estadisticos de contraste?

Después de la didactica — antes de la didactica

z
Sig. asintdt. (bilateral)

-3,668"
0,000

a. Prueba de los rangos con signo de Wilcoxon
b. Basado en los rangos negativos.
Fuente: Resultados estadisticos
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e) Decision
Como p < 0,05 rechazar la hipotesis nula
f) Conclusion:
Se concluye que existe diferencia entre los puntajes de evaluacion; antes y

después de participar en la didactica del profesor.
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CAPITULO V

CONCLUSIONES Y RECOMENDACIONES

5.1. Conclusiones

La estabilidad y estabilidad asintética de los puntos de equilibrio de un sistema
auténomo no lineal consiste en construir funciones multivariables especiales, sin
necesidad de resolver la ecuacion diferencial o el sistema de ecuaciones

diferenciales que por lo general es muy complejo resolverlo.

No existe un método Unico ni definitivo para encontrar funciones multivariables
para el estudio generalizado de la estabilidad y estabilidad asintdtica de los puntos
de equilibrio de un sistema auténomo no lineal; si la funcion multivariable es
estricta, entonces el punto de equilibrio de un sistema autonomo no lineal es

asintoticamente estable.

De los 17 estudiantes que participaron en la evaluacién a través del pretest y postest
para evaluar la efectividad de la didactica en la obtencion de funciones
multivariables para el estudio generalizado de la estabilidad y estabilidad asintotica
de los puntos de equilibrio de un sistema autonomo no lineal. Las pruebas
estadisticas nos proporcionaron datos suficientes para indicar que la didactica

empleada por el docente es efectiva a un nivel de una significancia del 0,05.
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5.2. Recomendaciones
Realizar estudios en sistemas no autonomos lineales para establecer la
estabilidad y estabilidad asint6tica de las soluciones de una ecuacion

diferencial.
X = F(x,1),
donde F: W c R R" es una aplicacion de clase C! en un conjunto abierto

Wc R

Realizar estudios en sistemas no autdnomos no lineales para establecer la
estabilidad y estabilidad asint6tica de las soluciones de una ecuacion

diferencial.
X = F(x,1),
donde F: W c R R" es una aplicacion de clase C! en un conjunto abierto

Wc R\
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